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A MONSIEUR, 
M: D'ALEMBERT, 
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DE ACADÉMIE FRANÇOISE, DES 
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DE FRANCE, DE PRUSSE, D'ANGLE- 
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DE- SUEDE; DE EÍNSTITUT DE Bo- 
LOGNE ET DES SOCIÉTÉS ROYALES 
DES SCIENCES DE TURIN ET DE 
NORwEGE, 


c 
A ONSIEUR, 


IŁ ne nous appartient ni de prò- 
noncer fur le mérite de l'Ouvrage 
dont vous nous avez permis de faire 


a iij 


vj ESPET ETER E: 
paroitre la premiere édition F. rançoife 
Jous vos aufpices, ni d'ajouter aux 
éloges qu'il a reçus , foit dans fa 
langue originale , foit dans la tra- 
duéfion Ruffe qu'on en & donnée. Le 
nom feul de M. EULER, en Le rendant 
précieux. -aux Mathémariciens , an- 
nonce à ceux qui travaillent à le üe- 
Venir, tout ce qu'ils peuvent s’en 
promettre. 

M. BERNOULLI , digne héritier 
de ce nom fi grand dans les Sciences, 
& Diređeur de l'Obfervatoire vde 
Berlin, sefl chargé de rendre en notre 
langue le texte de M. EULER ; G 
de l’enrichir de quelques Notes hiflo- 
riques. M. DE LA GRANGE, dont 
le rare génie & les nombreux Juccès 


fixent depuis long-cemps l'attention 


de toute l'Europe favante , a ajouté 
au mérite de Ouvrage, eny joignant 
un morceau defliné à compléter le 
traité de l Analyfè indéterminée. 
Tout concourt, MONSIEUR ; 
à établir vos droits fur l'hommage 
que nous prenons la liberté de vous 
offrir: C'eft au Philofophe, au Ma- 
thématicien qui honore fon fiecle , que 
nous devions préfenter l'Ouvrage d'un 
homme également defliné à l'illuftrer. 
L'ambition s'attacha fouvent au rang 
pour s'appuyer de la faveur de la pro- 
teélion ; un motif qui nous eft plus 
cher nous porte à vous offrir de té- 
moignage public de la reconnoëffance 
que nous devons aux bontés dont vous 


ñous avez honorés. En plaçant votre 


nom à la téte de ce Livre, nos fenti- 
a iv 
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mens pour vous, MONSIEU R, 
nous ont Jiggéré le choix 
pu faire le difternëment le 


Ê nous nous applatidirons 
hommage , 


qu ‘auroit 


plus jufte, 
dans notre 
d'avoir-1 “Europe entiere 


pour témoin E pour approbatèur. 


z > 
Nous avons l honneur d'être 


le plus profond refpet, 


aveg. 


MONSIEUR, 


Vos trés-humbles & tris- obérffà 


arns 
Jerviteurs 


JM BRUYSET s Pere & fils, 


AVERTISSEMENT 
DES ÉDITEURS 
D E L'ORIGINAL. 


N ous mettons entre les mains 
des Amateurs de l'Algebre un 
Ouvrage dont il a déjà paru une 
traduétion Ruffe il y a deux ans. 

Les vues du célebre Auteur 
étoient de compofer un Livre 
élémentaire, au moyen duquel 
on pût apprendre , fans aucun 
autre fecours, l'Algebre à fond. 
pete de fa vue lui avoit fug- 
géré cette idée , l'a@ivité de fon 
génie ne lui permit pas de dif 


x AVERTISSEMENT. 
férer long-temps à la mettre en 
exécution, M. Euler choifit pour 
cet effet un jeune homme qu'il 
avoit pris à {on fervice en quit- 
tant Berlin, qui poflédoit aflez 
bien l'Arithmétique > Mais qui 
n’avoit d’ailleurs aucune teinture 
des Mathématiques ; il avoit ap- 
pris le métier de Tailleur, & ne 
Pouvoit être mis > Quant à fa ca- 
pacité, qwau rang des efprits 
ordinaires. Non-feulement ce 
Jeune homme a très- bien faifi 
tout ce que fon illuftre Maître 
lui enfeignoit & luj diétoit, mais 
il s’eft même trouvé en peu de 
temps en état d'achever tout 
feul les calculs algébriques les 


AVERTISSEMENT. xj 
iflici foudre 
plus difficiles, & de réf à 
promptement toutes les que 
: i A 
tions analytiques qu'on lui pro 
2 
pofoit. : S 
l citons dolt 
Le fait que nous cito 
idé X lus 
donner une idée d penger p ; 
avantageufe de la méthode qui 
rag ue 
regne dans cet Ouvrage ? q 
j crit, qu 
le jeune homme qui l'a écrit, 5 
en a développé les calculs , 
ès été fi mar- 
dont les progrès ont été n 
qués, n'a recu abfolument d'au- 
? y À 
Í Ta 
tres inftru&tions que de ce Mai 
É PTS i 
tre, fupérieur à la vérité, mais 
> 
privé de la vue. 
fr ha z 
Indépendamment d'un avan 
z i£ 
$ les Connoif- 
tage aufli grand, les 


feurs verront, avec autant de 
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plaifir que ďadmiration , lex- 
pofition de la dodrine des To- 
garithmes & de fa liaifon avec 
d’autres calculs, ainf que les 
méthodes qu'on denha pour la 
réfolution des équations du troi- 
fieme & du quatrieme degré. 


Ceux enfin que lesp 


de EU 


+ charmés de trouver 


que les problemes 
phante peuvent mtéref. 


feftion de T 
tous cës pro- 


/ ; 


emes préfentés Es 
les praci; dés Je e calcul 
res pour les feude" 


W 
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AVERTISSEMENT 
DIS TRADUCTEUR. 


Le Traité-d'Algebre que j'ai en: 


trepris de traduire. „até publi iéen 
Âllemand.en.1770 par l'Académie 
Impériale des Sciences. de: Saint-Pe- 
tersbourg. Je m'abftiendrai d'en louer 
le mérite, ce-{eroit prefque-fairein- 
jure. au:nom célebre. de fon Auteur; 
il fuffira d'ailleurs d'en lire quelques 
pages pa voir, par, Ja clarté avec 
laquelle, tout eft expolé.;.quel fruit 
les Canne peuvent-en-retirer. 
C'eft fur d’autres objets que. Jje-crois 
devoir un Avertiffement. 

Je me fuis.écarté. de: la .divifion 
fuivie dans lorigmal,, en fibu: eñ- 
trer. dans le premier volume de la 
traduétion E ranço fe la pr emiere Sec- 
tion-du fecond volume de lor 


e 
quicomplette.l ‘Analyfe déterminée, 


xiv AVERTISSEMENT, 


On fentira facilement lés raïfons- de 
ce changement ; non-feulement il fa- 
vorifoit la divifion affez naturelle de 
lAlgebre en Analyfe déterminée & 
en Analyfe indéterminée „mais il 
devenoit néceflaire pour cConferver 
quelque égalité dans Pépaifleur dés 
deux volumes, par rapport aux Ad- 
ditions qu'on trouve à la fin de la 
feconde Partie. 
On s'appercevra aifément à Ja lec 
ture de ces Additions, qu’elles ne 
peuvent être que de M: de iz Grangé; 
auffi {ont-elles une des“raifons qui 
m'ont principälement engagé à èn- 
treprendre ma Tradu&tión ; je me fais 
félicité d'être le premier à faire voir 
plus généralement aux Mathémati- 
ciens’à quel haut point de pérfeétion 
deux de nos plus illuffres Géometres 
ont porté depuis peu'une branche dé 
l'Analyfe, peu connue, mais dont 
on fent les épines dès qu’on! cherche 
à lapprofondir, & qui, de l’iveu 
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même de ces grands géniés , eur a 
Offert les problemes les plus difficiles 
qu'ils aient jamais réfolus. 

Je crois avoir traduit cette Algebre 
comme on convient qu'il faut traduire 
des Ouvrages de cette efpece ; Je me 
fuis principalement attaché à entrer 
dans le fens de l'original & à le rendre 
avec toute la clarté pofible; peut- 
être même oferai-je attribuer quelque 
fupériorité à ma Traduétion fur lori- 
ginal , parce que cet Ouvrage ayant 

été dité & n'ayant pu Ctre revu par 
fon illuftre Auteur même , il eft aifé 
de concevoir qiil auroit befoin dans 
plufieurs endroits qu'on y pafät la 
lime. Au refte; fi je ne mefuis point 
aflervi à traduire littéralément, je 
n'ai pas laiflé de fuivre mor Auteur 
pas à pas; J'ai confervé les mêmes 
divifions dans les articles, & c'eft 
dans un fi petit nombre d'endroits 
que J'ai penfé à fupprimer quelques 
détails de-calcul, ou à inférer une 
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ou deux lignes d'éclairciffement dans 
le texte, qu'il ne vaut pas, je crois, 
la peine d'entrer dans le détail des 
raifonsi qui peuvent me juftifier, 

Je.neidirai rien non plus des notes 
que j'ai ajoutées à la premiere Partie; 
elles font en allez petit nombre epour 
que je 16 craigné pas -le: reproche 
t avoir gtoff inutilement le volume; 
elles peuvent d'ailleurs ri “poadia dù 
joni fur érens pO ints de l'hiftoire 
des Mathématiques. & faire connoi- 
tre un grand nambre de-tables {üh. 
fidiaires pet u connues: 

Quant è à lexaĝitudedelacorrecs 
tion, je compte qéélle.ne le cedera 
en rien acelle def original: j'ai com: 
parésavec foin: tous Tes “le, & 
en ayant refait un gränd nombre 
moi-même j'ai pu corriger plufeurs 


fautes indéperidamnen de celles qui 
éfoient indiquées dans! Errata. 


ÉLÉMENS 


ÉLÉMENS 
P'ALGEBRE. 


PREMIERE PARTIE, 


Où Lon traite de lz lyfe déterminée. 


=) 


SECTION PREMIERE. 
Des différentes Méthodes di ul pour les granderré 
firples ou incomplexess 

Cea 
CHAPITRE PREMIER. 
DES MATHÉMATIQUES EN GÉNÉR 41: 


Is 
Pt K N 
lo nomme grandeur ou quantité j 


AY tout ce qui ef fufceptible q’ aug 
mentation & de diminution: 
Une fomme g’ argent eft done une quan 
Tome l, A 


A ELÉMENS 
tité , puifqu’on peut y ajouter & qu’on peut 
en ôter. 

Ilen eft de même d’un poids & d’autres 


chofes de cette nature. 


2 


On voit donc facilement qu'il doit y 

. avoir tantde différentes efpeces de gran- 
deurs , qu'il feroit même difficile d’en faire 

l'énumération: & voilà l’origine des diffé- 

rentes Parties des M 

d'elles s'occupant d’une efpece particuliere 
de grandeurs. Les Mathématiques en gé- 
néral ne font autre chofe que la fcience des 


natiques, chacune 


» 


quantités ÿsou la fcience qui. cherche les 
moyens de les mefurer, 


3. 

Or nous ne pouvons mefurer ou déter- 
miner une quantité , qu'en regardant une 
autre quantité de la même efpece comme 
connue , & en indiquant le rapport de celle- 


ci à celle-là, 


DALEDE ; 


Qu'il s'apiffe, par exemple , de déter- 


miner la quantité d'une fomme d'argent, on 
gent, 


regardera comme connu un louis, un écu P 
un ducat ou quelqw’autre monnoie, & on 
indiquera combien de ces pièces font con- 
tenues dans ladite fomme: 
De même > Sil étoit queftion de déter- 
er la quantité d’un poids , on regarde- 
toit un certain poids comme Copane par 
exemple, une livre , un quintal, une once, 
& on indiqueroit combien de fois tel ou tel 
poids eft contenu dans celui qu’on déter= 
mine: 
Veut-on mefurer une longueur ou una 
tendue, on fe fervira d'une certaine lons 
gueur connue , telle qu'eft un pied, 


Ainfi les déterminations ou les méfures 
de grandeurs d es efpec i 
g ; ; le toutes efpeces, reviennent 
a F; TY: » à 
4 Ceci: Qu'on fixe d’abord à volonté une 
certaine grandeur de la même efpece que 
celle a? É i G 
celle quon veut déterminer , afin de la 


À 1 
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prendre pour mefure ou unité ; enfuite , què 
l'on détermine le rapport qu'a la grandeur 
preferite avec cette mefure connue. Ce 
rapport s'exprime toujours par des nom- 
bres, d’où il s'enfuit qu'un nombre net 
autre chofe que le rapport d’une grandeur à 
une autre prife arbitrairement pour l'unité, 


5. 

Íl eft évident par-là que toutes les 
deurs peuvent être exprimées par des nom- 
bres , & qu'on doit faire confifter ce fon- 
dement de toutes les Sciences Mathéma- 
tiques, dans un traité complet de la fcience 
des Nombres. &un-examen foisneux des 
différentes manieres de calculer quipeuvent 
fe préfenter. 

On nomme cette partie fondamentale 
des Mathématiques » l'Analyfe ou l'Alpe- 
bre (*). 

(*) Plufieurs Mathématiciens diftinguent entre Ana- 


lyfe & Algebre. Ils entendent par le terme d'Analyfe la 


méthode qui enfeigne à trouver ces regles générales, a 
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6. 


On ne confidere donc dans FAnalyfe Š 
[ue des Bres qui repréfentent des quan- 
ites , fans s'embarraffe 
culieres des O 
part: M 


Que des nom 


r des efpeces parti- 
Í uantités.. C’eft dans les autres 
les des Mathématiques qu'on occupe 
de cés elpeces, i 


fe 
On traite des Nombres en 
dans 4 rithmétig 


particulier 
ue, qui eft la Jcience des 


Nombres Proprement c 


dite ; mais cette fcience 
ne s'étend qu'à de certaines facons de cat 
culer qui fe préfentent o : 
la vie com ìe, uyte au contraire 
généralement tous les cas qui 
peuvent avoir lieu dans la do@trine & le 
calcul des Nombres, 


ces 1 
ment dans 


comprend 


Moyen defquelles on foul it dans toutes Tes 
hes mathématiques 31& ils nomment 4/pebre Pint 
SD A E N 
ition, que M. Bezouf adopte:dans la Préfice 


iij 
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menant ee ormen a 


CHAPTTRE 


Explication d des Signes- -Plus € — Moins, 
) 
8. 

OQO UAND il s’agit d'ajouter à un nombre 


donné un autre nombre, celà s'indique par 
le figne = qu'on met devant ce feco 
nombre, & quon Prpogée lus. 

5 +3 Re qu'on doit ajouter encore 
3 au nombre $ , & tout le monde fait qu'il 
enréfultera 8 ; de même 127 font19; 


1 


= 16 ral 415 la fomme de 25 41 
eft. 665 cc. 
Ona coutume a e fe fervit du même 
> plus, pour lier enfemble plufieurs 
r exemple: 750 fonifie 
aut ajouter 5 & de 


On.co 


que dans PA 


ndique les nombres d’ 
ar des. le ttres ;-comme dy &,.c 


> quand. on écrit 


ela fomme 


une maniere gé 


5 


Peuvent être très-grands on 


Dh ne Ne 


desno res ir 5 


E 


la fomme 


ar ces quatre lett 


Il ne done 2sFoHjonrs de favoir quels 


les fommes ou les-va 
muless 


il eft queftion., 


fo 


} 


au coñtraire, 
ün nombre d'un 
AL 


autre:nombre, on indique cette opération 
par le figne — , qui fignifie moins | & qu'on 
met devant le nombre à {ôuftraire : ainfi 
8—$ 

fignifie-que le nombre 4 doit être ôté du 
nombre 8 ; ce quiétant faitibrefte 3 , coms 
me perfonne ne l'ignore. De mêmer2—7 
eft autant que 5, & 20—14 eft autant 
que 6, &c. 


I2, 


Il peut arriver anfi qu'on ait plufieurs 
sombres à fouftraire d'un feulnombre.C'eft 
le cas de cet exemple 


5o— 1 


ent 41; Ôtez enfuite 7, 
& ce dernier refte eft la valeur de la for- 
mule propofée. Mais comme les nomb 
153$ 7» 9 font tous à fouftraire ; il 
revient au même de fouftraire leur fomme , 
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qui eft 25 , toute à la fois de 50; le refte 
fera 25 , comme auparavant. 

13. 

Il eft de même très-facile de déterminer 
la valeur de pareilles formules, où les deux 
lignes + plus &— moins fe rencontrent; 
par exemple : 

12—3— 521 eftautant ques. « 
! n'y a qu'à prendre féparément la fommé 
des nombres précédés du figne +, & en 
ôter celle des nombres précédés de —. La 
fomme de 12 & de 2 ef 14, celle de3, 
5 & 1, eft 9; or gérant ôté de 14, il 
refte s. 

T4. 


On s’appercevta bien 


par ces exemples 
que l'ordre des nombres qu’on écrit eft tré 


indifférent & tout-à-fait arbitraire , pourvu 

qu'on conferve à chacun fon figüe. Rien 

n mpêcheroit de mettre à la place de la 

formule du $ précédent celles-ci» 

12-22 mjg TS OUR rs, 
OÙ 2-27 —5 ; 
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ou encore d’autres; & il faut remarqu 


I 
s 
ne -H 


que dans la formule. propofée le fi 
eft cenfé être mis devant le nombre 12, 


LS, 

On n'aura plus de difficultés non plus 

quand , pour généralifer ces procédés, on 

voudra fe fervir de lettres à la place de 

nombresiréels.-IlLeft clair, par exemple, 
que 


lu ione — 
du figne —. 


7; 
I0. 
Il importe. donc princi 
favoir quel figne fe trouve devant chaque 
nombre, De-là vient que dans lAlsebre, 
les quantités fimples fonrles nombres con 


fidérés avec les fignes qui les préc 


D'ALCGESZ 
où qui les afeđent On nomme quantités 
Poftives , celles devant lefquelles fe trouve 
le figne 4; && quanuiré ives , celles 
qui font affeétées du figne —. 


17. 


maniere dont on a coutume d'indi- 
quer les biens d’une perfonne , eft très- 
propre à éclaircir ce que nous venons de 
dire. On indique par des nombres poñtifs, 
& moyennant le figne +, ce qu'un homme 
poflede réellement, au lieu que fes dettes 
fe repréfentent pat des nombres négatifs, 
ou par le moyen du figne —. Ainf quand 
on.dit de quelqu'un quila roo écus , mais 
qu'il en doit 50, ceft. dire que fon: bien 
ie monte à 
100— 50; ou, ce qui eftlamême chofe 
100-501, c’eft-à-diré 50. 


p 
18. 
Puifque 


e les nombres négatifs peuvent 
être confidérés comme des dettes, en rañt 


que les nombres pofitifs indiquent des biens 
effeĉtifs , on peut dire que les nombres né- 
gatifs font moins que rien, Ainf quand un 
homme ne poflede rien , & qu'il doit même 
50 écus , il eft certain qu'il a so écus de 
moins que rien ; car fi quelqu'un lui faifoit 
préfent deÿo écus pour payer fes dettes, 
il ne feroit encore qau point de n’avoir 
rien ; quoiqu'il fût devenu plus riche qu'il 
n’étoit. 


19. 

De même donc que les nombres pofitifs 
font inconteftablement plus grands que 
rien, les nombres négatifs font plus petits 
que rien. Or on obtient des nombres po- 
fitifs en ajoutant 1 åo, c’eft-à-dire, à rien, 
& en continuant d'augmenter ainf toujours 
de l'unité. C'eft-là lorigine de la fuite:dēs 
nombres qu'on nomme nombres naturels; 
en voici les premièrs termes: 

0,15 +2,43, + > 67, + 
& ainf de fuite à l'infini, 
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Mais fi au lieu de éontinuer ainfi cette 
füite par des additions fucceflives on la con- 


Unuoïit dans le fens contraire ; En retran- 


Chant perpétuellement l’unité , on auroit 
la fuite, ou férie fuivante , des nombres 
négatifs : 

D DD 45 —$ 3 —6, 7850910) 


& ainf de fuite jufqu’à l'infini, 
20. 


Tous ces nombres tant poñitifs que néga» 
tifs, ont le nom connu de nombres entiers ; 


lefquels par conféquent font ou plus grands 

où plus petits que rien. On les nomme 

AOmbres entiers, pour les diftinguer d'avec. 
j 


les nombres rompus, & d'avec plufieurs 
autres efpeces de nombres dont nous par- 
lerons dans la fuite, Car 50, par exemple, 
étant’ plus grand d’une unité entiere que 49, 


on comprend facilement qu'il peut y avoir 
entre 49 & 50 une infinité de nombres in- 
termédiaires, tous plus grands que 49, & 


Pourtant tous plus petits que so. Onna 
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qu'à fe repréfenter deux lignes , l'une lon: 
gue de 50 pieds, l’autre longue de 49 pieds, 
on conçoit aifément qu'on peut tirer un 
nombre infini de lignes toutes plus longues 
que 49 pieds , & plus courtes cependant 
que jo pieds. 


21: 


Il importe extrêmement dans toute l’Al: 
gebre, que l’on fe fafle une idée nette de 
ces quantités négatives dont il a été quef 
tion. Je me contenterai de faire remarquer 
ici d’avance que toutes ces formules , par 
exemple , 
ri ta —2, 3 —3, La —4, êcce 
valent o ou rien. Enfuite que 

+H2— 5 vaut —3. 
Car fi quelqu'un a 2 écus & qu’il en doive 
5, non-feulement il wa rien, mais il doit 


encore 3 écus: de même 
7—12 eft autant que —$4 
& 25 — 40 vat — 1j. 


s mêmes chofes doivent s'obferver, 
| on emploie d’une maniere plus gé- 

des le au lieu de nombres ; on 

aura toujours o où tien pour la valeur 
de+-a — a, Veut-on favoir enfuite ce que 
€, par exemple, -+ a— b, l’on con- 
fidérera deux cas: 
Le premier a lieu quand a eft plus grand 
que b sil faut alors fouftraire 4 de a & le 
refte ;-devant lequel on mettra ou l’on fup- 
potera le figne +, qui indique la valeur 
cherchée. 


Le fecond cas'eft'celui où a eft plus petit 
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que 2; on fouftraira dans ce cas a de à ; & 
a prendra le refte négatif, en lui donnant 
e fo f: ó 

e ngne — , ce fera la valeur cherchée, 


A 
où 
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men 


CHAPITRE" III 


De la multiplication des Quantirés Jimples. 


23. 


Que on a deux ou plufieurs nombres 
égaux à ajouter enfemble > On peut expri- 
mer cette fomme d’une maniere abrégée; 
Par exemple : 
a-a éft autant que 2.a & 
3-4; de même 
ataata —— 4.4, & ainfi de fuite; 
Ceft ainfi qu'on peut prendre une idée 
de la multiplication, & il faut remarquer 
que: 
2,a fignifie 2 fois a & 
— 3 fois a & 
4 fois a, &c, 
24. 
S'il s’agit donc dé multiplier un nombre 


exprimé par yne lettre , avec un nombre 
quelconque , 
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quelconque , On met fimplement ce nombre 
devant Ja lettre; ainfi 

a multiplié par zo fait 204, & 
b multiplié par 30 donne 304, &c. 
On voit aufi que c pris une fois, ou 1 e 
eft autant que c, 


34 


Il eft de plus facile de multiplier de fem- 
blables produits encore par d'autresmome 
bres; par exemple: 

2 fois 3 a fait Ga 
3 fois 4 b fait 12 4, 
5 fois 7 x fait 3$2%e 
Et ces produits peuvent fe multiplier en- 


Core par d’autres nombres à volonté, 
26. 


Quandile nombre par lequel on devroit 
Multiplier , et aufi repréfenté parune 
lettre, on la met immédiatement devant 


l'autre lettre; ainfi quand il s’agit de-mul- 
tiplier & par a, 1 
Tome Z, B 


duit doit s'écrire ab; 
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& pq fera le produit de la multiplication 
du nombre g par p- Si lon multiplioit ce 
p q encore par a ; on obtiendroit a PI 


DT 

Il faut bien remarquer qu'ici Pordre des 
lettres jointes enfemble eft indifférent; que 
a b eft la même chofe que b a; car b mul- 
tipttépar- a fait autant quea multiplié par ż. 
Pour:comprendre ceci on n’a qu'à prendre 
pour a & b des nombres connus » comme 
3 8c 4; la chofe fera claire par elle-même: 
3-fois 4 font autant que 4 fois si 


28. 


Onaura pasde peine à voir , que quand 
il s'agit de mettre des nombres à la place 
des lettres jointes enfemble de la maniere 
qu'ona vu, on ne peut-pas les écrireide la 
même maniere l’un à côté de l'autre. Car 
fi l'on vouloit écrire 34 pour 3 fois 4 ce 
feroit-mettre 34 & non pas 1 2. On a donc 
foin, quand il s’agit d'une multiplication de 
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nombres ordinaires , de lesféparer par des 
Points: ainf 3-4 fignifie 3 fois 4, c'eft-à- 
dep re 1.2 eft autant que 23 
& 1.2.3 fait 6. Parcillement 1:2.3.4.56 
fait 1344; & 1:2,3:4:5:6.7:8.0.10 vaut 
3628800, &c. 


29, 

3 On pept auffi conelure de-là ce que fignis 
fe une quantité de cette forme 5.7:8.abcd, 
Elle montre que ÿ doit fe multiplier pat 7; 
& 1?! SY : 

Qu'il faut multiplier ce produit encore par 
8 ; enfüite qu'il faut multiplier ce produit 
des trois nombres, par a , & puis par à & 
Puis par c, & enfin pard. On remarquera 
y 1 : A F 
de plus qu'on peut écrire à la place de 5.7.8 
fx valeur, laquelle eft 280 3 car c’eft ce qui 
Vient, quand on multiplie par 8 le-produit 
de ç -par 75 Où 35: 


30. 


On aura remarque que nous avons noma 


Me PRODUITS-les formules quir 


B ij 
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la multiplication de deux ou plufieursnom- 

bres. Il faut obferver aufi quon nomme 
q 

Jadđeurs les nombres ou les lettresifolées. 


ci nous n'avons confidéré que des 
nombres pofitifs , & il n’y a pas eu lieu de 
douter que les produits que nous avons vu 
fe former ne fuffent pofitifsde même: favoir 
rja par +b doit donner néceffairement 
“ab, Mais il faudra examiner à part ce 
quidoit provenir de la multiplication de-a 
par —0, &de—a par — b. 


32. 


Commençons par multiplier —a par 3 


ou = 3 5 or puifque — a peut être conf- 
déré comme une dette, il eft clair que fi 
lon prend trois fois cette-dette , elle doit 
aufli devenir trois fois plus grande, & par 
s<onféquent le produit cherché eft 3a: 
De même sil s'agit de multiplier —a 
pars}, on obtiendra — ba, ou,:ce qui 
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eft la même chofe , —«b, Nous tirons delà 


la conféquence , qu'une quantité poñitive 


étant multipliée par une quai 
le produit eft négatif; & nous prenons pour 
regle, que par fait + ou plus) & 
qu'au contraire 4} par —, où — par -A 
donne — OU M10InNS, 

| 33- 

1l nous refte à réfoudré encore! ce cas où 
7 eft multiplié par —, ou, par exemple, 
=a par —0. Il eft évident d’abord que, 
quant aux lettres, le produit fera a; mais 
il eft incertain encore fi celt le figne +, 
ou bien le figne — qu'il faut mettre devant 
ce produit ; tout ce qu'on fait, c’eft que 
ce fera ou l’un ou l’autre de ces fignes, Or 
je dis que ce ne peut être le figne 1—3 car 
Ta parih donne — cb, & —a pat 
7-0 né peut produire lé mémetréfultat que 
=a par -b.s mais il doit en réfülter 
l'oppofé , C'eftà-dire, La; par -confé- 
quent nous avons certe regles == "multiplié 


B iij 
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par fut, de même que + multiplié 
z [i + 

par sn 


À 


3 4. 

Lesvreglés que nous venons de déve- 
lopper s'expriment plus briévement de la 
maniere qui fuit: 


Deux fignes égaux ou femblables, mul- 


tipliés l'un'par lautre , donnent +; deux 


nes difflémblables ; ou contraires , don- 
nent = Minli quand il s'agit de multiplier 
enfemble ces nombres-ci: +a, =b, —c, +d; 
ona d'abord ae multiplié par 2-6, fait 
a bi; ceci par — c, fait Habe; & ceci 


enfiwmuyltiplié par id, fait abc du 


35: 


Les difficultés à égard des fignes étant 
levées, noùs n'avons plus qu'à faire voir 
comment on doit multiplier eñfemble des 
nombres qui font: déja des produits eux- 
mêmes "S'il s'agit, par exemple , de mul: 


le nombré*e#"par le nombre cd, 
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le produit fera abcd, & il provient dé ce 
qu'on multiplie d'abord a b par c, &enfuite 
le réfultat de cette multiplication encore 
par d. Ou bien sil sagifloit de multiplier 
36 par 12: puifque 12 eftautant que 3 fois 
4, on wauroit qu'à multiplier 36 d’abord 
par 3, & enfuite le produit 108..encore 
par 4, pour avoir le produit total de la 
multiplication der2 par 36, lequel eft par 
conféquent 432. 


36. 


Mais fi l'on vouloit multiplier $ ab par 
3 cd, on pourroit à la vérité écrire 3:c4 
ÿ ab; cependant comme il ne s’agit pas ici 
de l’ordre des nombres à multiplier enfem- 
ble, on fera mieux dé mettre, comme c’eit 
auf la coutume, les nombres ‘ordinaires 
devant les lettres, & d'exprimer le produit 
de cette maniere: .3abcd ou rs$abcd; 
parce que 5 fois 3/eft autant que rẹ» 

De même fi l’on avoit à multiplier 12 pg7 
par 7 xy, on obtiendroïit:12:7 pgræy, ou 
84 pqrxy. B iv 
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mere mms 


CH APER ET V: 


De la nature des Nombres entiers , eu égard 
à leurs fc 

3 

3 7> 
No US avons remarqué qu'un produit 
tire fon origine de la multiplication de deux 
ou de plufeurs nombres les uns par les 
autres, & qu'on nomme ces nombres des 


Í 


Ainf ce.fontles nombres a; b, cd, qui 


font les fafteurs du produit abcd. 
38 
Si Pon confidere donc tous les nombres 
entiers en-tant:qu'ils peuvent provenir de 


la multiplication de deux ou de plufiéurs 
nombres entr’eux ;ontrouvera bientôt que 
quelques-uns ne fauroient réfulterd’une pa- 
reille multiplication; & n'ont par confé- 
quent point defaéteurs, tandis que d’autres 
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Peuvent être les produits de deux ou de 
plufieurs nombres multipliés enfemble s OE 
Peuvent par conféquent avoir deux ou plu- 
fieurs facleurs. C'ef i] 

4 eft autant que 2.2; que ft autant 
que 2.3; que 8 eft autant que 2.2.2; ou 
27 autant que 3:3:3 5 & 10 autant que 
2.5, Qc. 


39. 


Mais d’un autre côté les nombres 2:32 
5> 7»11,13,17,@c.ne peuvent être repré- 
fentés de la même façon par des fa&teurs, 
a moins qu'on ne voulût employer pour 
ceteffetlunité, & repréfenter 2 , par exem- 
ple, par 1.2. Or les nombres qui font mul- 
tipliés par 1, reftant les mêmes , On n'a pas 
jugé à propos de compter l'unité parmi les 
faReurs. 

Tous ces nombtes donc, 2,3, 57,11, 
135 17, &c. qui ne peuvent pas s’indiquer 
Par des fateurs, ont été nommés nombres 
fimples, OU zombres premiers au lieu que 
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les autres, comme 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14; 
15,16,18, &c. qui peuvent être repréfen- 
tés par des faéteurs , s'appellent des nom- 
bres compolés, 


40. 

Les nombres fimples ou premiers méritent 
donc une attention particuliere , par la rai 
fon qu'ils ne proviennent pas de la mul- 
tiplication de deux ou de plufeurs nom- 
bres. Il eft fur-tout digne de remarque , 
que fi l’on écrit ces nombres dans leur ordre 
naturel comme ils fe fuivent, 


23 33 5373 11, 13, 179 19, 233 29, 31, 37541 482475 &te.(*) 
(*) On trouve tous les nombres premiers de 
jufqu’à 100000 dans les tables de Divifeur , dont jetpar- 
lerai à art, 720. de Ja quatrieme fe&ion. Mais on aide 
plus des tables particulieres des nombres premiers. qui 
vont depuis 1 jufqu'à rorooo, & qui ont été publiées 
à Halle par M. Kruger, dans un Ouvrage Allemand in- 
titulé Penfèes furl Algebre ; M. Krügerles avoit eues-en 
manuferit de-telu ivoit calculées , & qui fe nom- 
moit Pierre Jaeger. M. Lambert a continué ces tables juf 


qu'à 102090, les a redon 
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on n'y remarque point d'ordre régulier ; 


] ur A a Ely A 
teurs augmentations font tantôt plus gran- 


Ses, tantôt moindres ; :& jufqu'à préfent 


aux Tables Logarithmiques & Trigonométriques , impri- 
s à Berlin en 1770, Ouvr qui contient aufi plu- 
tables qui peuvent ĉtre d'une grande utilité 
les différentes s des Mathématiques, & des 

aircifemens qu'il feroit trop long de rapporter ici. 
L'Académie Royale. des Sciences de Paris poffede des 
tables de nombres premiers, qui lui ont été préfentées 
ER le P. Mercaflel de l'Oratoire, & par M. du Tour; 
mais elle pas érté publiées : ilen eft parlé dans le 
tome V des moires étrangers préfentés à Académie, 
+ l'occafion d'un Mémoire de M. Rallier des Ourmes , 
Confeiller d'Honneur an Préfidial de Rennes, qui fe 
trouve dans ce) volume “8c Anteur yiextpofè une mé- 

thode facil de tronver les nombres premiers. 
On trouve dans le même volume un autre Mémoire 
cr des Ourmes, qu'il a intitulé Méthode nou- 
ifon , quand le dividende ef multiple du divif 

” Je peut par.conféquent: divifèr. fans refle y &d'extraition 
d lap ce ef? parfaite. Cette méthode 
Plus corienfe Xe -vérité qu'udle , n'a préfqué rien de 
Commun avec la méthode ordinaire ; elle eft très-facilé 
rité, que pourvu qu'on connoïfle 
droite du dividende on de la puit 
la racine doivent avoir de 
chiffre 


les, on peut gs chiffres qui les précedént, 
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on wa pu découvrir fi elles fe font fuivant 
une certaine loi ou non. 


AT. 

Les nombres compofés „qui peuvent être 
repréfentés par des faéteurs , proviennent 
tous des nombres premiers fufdits, c’eft-à- 
dire que tous leurs faéteurs font desnombres 
premiers. Car fi l’on trouve un faéteur qui 
ne foit pas un nombre premier , on peut 
toujours le décompofer & le repréfenter 
par deux ou plufieurs nombres premiers, 
Quand on a indiqué, par exemple, le 
nombre 30 par $.6, on voit que 6 n'étant 
pas un nombre premier, mais valant 2.3, 
On auroit pu indiquer 30 par $:2.3 , où 
par 2.3.5 ; c'eft-à-dire, par des faéteurs qui 
font tous des nombres premiers. 

& obtenir de même le auotient. M. Rallier, a 
s'eft.ouvert cette-nouvellé route 1 moyen de q 


réflexions fur les r es qui terminent les expref 
numériques des pri s, tune efpece 
ns d’autres occae 


fions qu'il étoit utile de confid 


Si Pon réfléchir maintenant {ur ces nom- 
bres compofés réfolubles en nombres pre- 
miers, on y remarquera une grande diffé- 
rence ; On verra que les uns n’ont que deux 
de ces faéteurs, que d’autres en ont trois, 
& que d’autres encore en ont un plus grand 
nombre, Nous avons déjà vu, par exem- 
ple, que 

4 eft autant que 2.2, | 6 autant que 2. 

Seal 


10 

14 

16 —i— — 2,2.2:2, | & ainf de fuite. 
43- 


On conclura aifémen 


de-là comment 


t 
on doit déterminer les faéteurs fimples d’un 


nombre quelconque. 

Soit propofé pour exemple le nombre 
360 , on le repréfentera d'abord par 2.180. 
Or 180 eft autant que 2.90, & 

90 - ET & 
45 - = 3-15, & enfin 
15 D 3-ÿ° 
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Par conféquent le nombre 360 peut être 
repréfenté par les faéteurs fimples que 
voici: 
2:2.2.3.3.5 
puifque tous ces nombres multipliés enfem- 
ble produifent 360 (*). 


44. 


Nous voyons donc par tout cela, que 
les nombres premiers ne peuvent pas être 
divifés par d’autres nombres ; & que d'un 
autre côté on trouve les fa@teurs fimples 
des nombres compotés , le plus commo- 
dément & le plus furement > en cherchant 
les nombres fimples , où premiers , par 
lefquels ces nombres compofés font.divi 
fibles. Mais on a'befoin pour cela dé la 
divifion ; nous allons donc expliquer; dans 
le chapitre fuivant, les regles de cette 
opération. 


(*) On trouve à la fin d’ 
de Poétius, publiée à Leipfck 
tous les nombres depuis 1 jufq o font repré 
de ere par leurs fa@teurs fimples, 
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ennemi 


CHAPITRE V. 
De la divifion des Quantités femples 


45- 
Q UAND il s'agit de décompofer un 


nombre en deug, trois ouplufieurs parties 


égales , on le fait par le moyen de la di- 


n, laquelle nous apprend à déterminer 
la grandeur d’une de ces parties. Onam 
On veut, par exemple , décompofer le 
nombre r»en trois parties égales, on trouve 
par la divifion que chacune de ces parties 
eft égale à 4. 

Voici quelques expreflions dont on fe 
fert dans cette opération. Le nombre qu’on 
doit décompofer ou divifer, s'appelle le 
dividende ; le nombre des parties. égales 
qu'on cherche fe nomme le divifeur ; la 
grandeur d’une de ces parties, déterminée 
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par la divifion, s'appelle le quotient ; aini 
dans l'exemple cité: 

12 eft le dividende, 

3 eft le divifeur, & 

4 eft le quotient. 


46. 


Il s'enfuit de-là , que fi Pon divife un 
nombre par 2 ou en deux parties épales, 
il faut qu'une deces parties ; ou le quotient, 
prife deux fois, fafle exatement le nombre 
propolé ; & pareillement que fi Pon a un 
nombre à divifer par 3, le quotient pris 
trois fois doit redonner le même nombre. 
Il faut en général que la multiplication du 
quotient par le divifeur reproduife toujours 
le dividende, 


47. 


C'eft aufi pourquoi on preferit pour la 
divifion la regle, de chercher un nombre 


ou quotient tel, qu'étant multiplié par le 
divifeur , il en réfulte-précifément le divi- 
dende, 
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dende, Pat exemple , s'il s'agit de divifer 
35 par $, on cherche un nombre qui, mul- 
tiplié par 5, produife 35, Or ce nombre 
it}, puifque cinq fois 7 fait 35. La façon 
de parler dont on fait ufage dans ce rai- 
fonnement , eft celle-ci: sen3sjaiz fc 
& 5 fois 7 font zu 


4 
On fe repréfente donc le dividendë 
Comme un produit, duquel un des faéteurs 
elt égal au divifeur , l'autre faéteur indis 
Quant enfüite le quotient. Ainf en füppo- 
fant qu'on ait 63 à divifer par y, on chers 
Chera un produit tel , qu’en prenant 7 pour 
un de fes facteurs , l’autre faéteur multi 
Par celui-ci donne exaétement 63. Ot 7.9 
eft un tel produit , & par conféquent get 
le quotient qu'on obtient en divifant 63 
Par 7. 
49. 
S'il et queftion à préfent de divifer en 
général un nombre ab par a, il eft évident 
Tome I, C 


auf que fi lon avoit à di vifer ip 

le quotient feroit a. 
fi èn général dans tous les exemples 
lvifon qu'on peut avoir faits, fi l'on 
lividende par le quotient, on ob- 
tiendra de nouveau le divifeur : de même 
que + divifé par 4 donne 6 , 24 divifé 

par 6 donnera 4. 


à repréfenter le 
teurs, dont l’un foit 
égal au divifeur, l'autre au quotient, on 
endra facilement les exemples qui 

nt. Je dis d’abord que le divider 
Da , divifé par a, donne bc; cara, mul- 


P areill 


b 


ED, 


3 m, fait 4n; Car 3 m, 


ltiplié par 4 #, fait 12 mn, Mais fi ce 
K L3 2 


» 4 
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IMéme/nombre 12 712 avoit dû être 


Par 12, onauroit obtenu le quoti 
er 
EE 
2, pm tous N A 3 
Puifque tout nombre a peut être exprime 
& ou un a, il eft évident que fi l'on 
avoit à divifer a ou r a par 1, le quotient 
teror 15 52 } = 
teroit le même nombre a. Mais au con- 
traire „fi le même nombre-a ou -s-a doit 


fe divifer para, le quotient fera-r, 


52 
Il n'arrive pas toujours qu'on peut re- 
nter le dividende comme Íe produit 
deux fateurs > dont lun foit ég 


divifeur, & la di 


fe fai 


n. alors ne peut 

aire de la maniere que nous avons dit, 
Quand on a, par exemple, 24 à divifer 
Par 71, on voit d’abord que le nombre 7 
weft pas un fafteur de 24; Cat 7.3 ne fait 
qs 21 , & par confi quent trop peu, & 
7:4 fait:28 , qui eft déjà plus grand que 24, 


M 


laisonv oit du moins par- là que le quotient 


Ci 
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doit être plus grand que 3 , & plus petit 
que 4. Afin donc de le déterminer exac- 
tement, on emploie une autre efpece de 
nombres, qu'on nomme les fradions, & 
de laquelle nous traiterons dans un des 
chapitres fuivans, 

[de] 

)5+ 

Avant qu’on pañle à l’ufage des fractions 

on a coutume de fe contenter du nombre 
entier qui approche le plus du quotient vé- 
nitable, mais en faïfant attention au réfidu 
qui refte ; ainfi l’on dit, 7 en 24ÿj'ai 3 fois, 
& le réfidu eft 3°, parce que 3 fois 7 ne 
fait.que 2r, & par conféquent 3 de moins 
que 24. On confidérera de la même ma- 
niere les exemples fuivans: 


c’eft-à-dire que le divifeur eft 6, 
que le dividendeeft3 4, 

que le quotienteft “y, 

& que le réfidu eft 4, 
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divifeur eft 9, 
le dividende et 41, 
le quotient eft 4, 
& le réfidu eft 5. 
Il faut obferver la regle fuivante dans 
les exemples où il refte un réfidu. 


54. 

Quand on multiplie le divifeur par le 
quotient, & qu’au produit l’on ajoute le 
réfidu , il faut qu’on obtienne le dividende ; 
Ceft la maniere de vérifier la divifion , & 
de voir fi l'on a bien calculé ou non. C’eft 
ainfi que dans le premier des deux derniers 
exemples; fi Pon multiplie 6 par ÿ, & qu'au 
produit 30 on ajoute le réfidu 4, il vient 
34 ou le dividende. 

De même dans le dernier exemple, fi 


Pon multiplie le divifeur 9 par le quotient 4, 
& qu'au produit 36 on ajoute le réfidu 5, 
On obtient le dividende 41. 


Il et enfin néceflaire aufi de faire re- 
marquer ici à l'égard des fignes -F plus, 


oies 


hvife ab par 


& — moins, que fi l'on d 
“a, le quotient fera +b, ce qui eft 
évident. 

Mais que s'il s'agit de divifer +a b par 
—a , le quotient fera — b ; parce que 
— a multiplié par —b fait 4+ ab. Enfuite : 

Que fi le dividende et — ab, & qu'il 
vagie de le divifer par le divifeur Ja, 
le-quotient fera — à ; parce que c'eft — h 
qui, multiplié Į fait — ab. Enfin, 


> 
que'il'eft queftion de divifer le dividende 


— ab par le divifeur — a , le quotient fera 
2; parce que le dividende — a 4 eft le 
produit dé —"* par +6. 


56. 


La divifion admet donc quant aux fignes 


&— les mêmes regles que nous avons 
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D’ À 
vu avoir lieu pour la multiplica 
favoir: 
parfait: -h 
m par- sait m: -epa 
— par fait-—: 
ouen peu de mots 
nent plus , les fignes contraires donnent 
moins. 


57. 


Ainfi quand on divife 18 pg par — 
le quotient et —6 q. 


De plus: — 30 xy divifé par +6y donne —5 x 
& — 54 abc divilé par — 9 b donne +6 ac ; 
Car, dans ce dernier exemple, —9.b mul- 
tiphé par -H 6 ac fait — 6.9 abc, ou 
— 54 abc; mais nous croyons à préfent 


rei 


en avoir aflez dit fur la divifion en quan- 


tités fimples ; nous ne tarderons donc pas 
à paffer à l'explication des fra@i 


ns, s 
avoir ajouté encor ques remarques fur 
la nature des nombres , eu égard à leurs 
divifeurs. 


CH ASP DT-R ESVE 


Des propriétés des Nombres entiers par 


rapport à leurs divifeurs, 
8 
5o. 


C OMME nous avons vu que quelques 
nombres font divifibles par de certains di- 


vifeurs, pendant que d'autres ne le font pas, 


il eft néceffaire pour parvenir à une con- 
noiflance plus particuliere des nombres , 


d 


e bièn faire attention à cette différence, 
tant en Top at'les des divifibles 
par des divifeurs de ceux quinel e font pas, 
qu'en confidérant le réfdu qui refte ae 
la divifion de ces derniers. Pour cet effet 
€xaminons les divifeurs : 


23: 3545 53637» 89 99 10; &C. 


Soit d’abord les nombres 
qui peuvent être divifés par cel 
2 4)638,10312, 143 16,18, 20, Cı 
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lefquels, comme on voit, croiffent tou- 
Jours de deux unités. On appelle ces nom- 
bres, quelque loin qu'ils puiffent fe conti- 
nuer , des nombres pairs. 

Ma il eft d’autresnombres ; à favoirs 

5995 > 7 OESS 17193 CC 
qui font toujours d’une unité plus petits ou 
plus grands que ceux-là, & qu'on ne peut 
divifer par 2, fans qu'il refte le réfidu 1 ; 
On nomme ceux-ci les nombres impairs. 

Les nombres pairs font tous ss dans 
la formule générale za ; car on les obtient 
tous en mettant fucceflivement à la place 
de a les se entiers 1, 2535 45.530637» 
&c. & de-là il s'enfuit que les nombres 

rs font tous compris dans:la formule 
, parce que 2a+- 1 eft d’une unité 


plus grand que le nombre pair 2a. 
Go. 
En fecond lieu, foit pour divifeur le 


nombre 3 : les nombres divifibles par ce 


,24 , & ainf de fuite, 
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Et ces nombres peuvent fe repréfenter par 


la formule 3 a; car 34 divifé par 3 donne 
le quotient a fans réfidu.. Tous.les autres 
nombres au contraire qu'on voudroit di- 
vifer par 3 , donneront 1 ou 2 de réfidu , 
& font par conféquent de deux fortes. Ceux 
qui après la re laif 

1,457; 10,13; 
& font contenus dans 
mais l'autre efpéce, où 
donnent le refte 2 ; font: 

235,8511, 14,17; 20, Bec. 
& la formule qui les exprime 
ment eft 3a—+-2; de façon donc que tous 
les nombres peuvent sindi ique 
ou par 3a-} 1, où par 


aintenant que 4 foit le di 


tion , les nombres qu'il di- 


7123 16520324, &c, 


s augmentent r EE pat 4, 
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& font contenus dans la formule 4a. Les 
autres nombres, Ceft-à-dire ceux qui ne 
font pas divifibles par 4, peuvent laiffer Ie 
téfidu 1 , ou être de 1 plus grands que ceux- 
là : comme 
Li So DSL 5 LT 25 CCs 


& être par conf féquent compris dans la for- 
i 


la 
4a} 
ou bien ils peuvent donner le réfidu 2; 


m 


comme 

2,6, 10, 14,18, 22,26, &c. 
& s'exprimer par la formule 4a—2; ou 
enfin ils donneront le refte 3; comme 


Fo 71110 100 295 27510 
& feront indiqués par la formule 4a— 3. 
Tous les nombres entiers pofhbles font 
donc contenus dans l’une ou Pautre de ces 


Quatre expreflions: 


4a, 40 t gaa, ya. 


Il en eft à peu près de même quand. le 
divifeur eft $ ; car tous les nombres divi- 
fibles par celui-là font contenus dans la 
formule șa, & ceux qu'on ne peut divifer 
par $, reviennent à une des formules qui 
fuivent : 

sati, far, $a+-3, a44; 
& c’eft de la même maniere qu’on pourra 
continuer & confidérer de plus grands dix 
vifeurs, 


63. 


Il eft à propos-de_ fe rappeler ici 
qui a été dit plus haut de Ia réfolution d 
ñombres en leurs faéteurs fimples ; 
tout nombre, parmi les fa&teurs duquel fe 
trouve 

2 ou 3 ou 4 ou 5 ou Ty 
ou un’autre nombre quelconque, fera di- 
vifble par ces nombres, Par exemple: 
6o étant autant que 2.2.3.5 , 
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il eft clair que 6o eft-divifible par 2, & 
Par 3 & par $ (*). 


CJI y a quélques nombres qu'on voit affez facile: 


ment être divifeurs on non d'un nombre -propofé. 


Un nombre propofé eft divifible par 2, fi le dernier 


ý 


Chiffre eft pair; il eft divifibl 


à s deux derniers 
Chiffres font divifibles par 4 ; il eftdivifble par 8, files 
rois derniers chiffres font divifibles par 83-8ren général 

ifible par 2", fi les z derniers chiffres font diyi- 
fibles par 2. 

Un nom e par 3 ; fi la fomme des chiffres 
divifible parz; il fe divife par 6; foutre e der- 
nier chifre eft pair; il eft divifible par 9, f la fomme 

le dernier c! eftoous, et 

Un nombre ef divifible pe 11, lorfque la fomme-du 
Premier, du tro du cinquieme , &c. chiffre ef 
ė la fémme du fecond , du ‘quatrieme, du fixieme, 
+ chiffre. 

IL eft affez fic ifon de ces regles, & 
ndre aux produi que nous yenons 
de confidére 
quelques av 
dinairement plus lon effai de ladivifion ré 
Je dis, par exemp lenombre 53704689213 eft 


divifible par 7. e Je trouve que la me des 


Chiffres du nombre 64004245433 ei divifible pary ; c'eft 
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64. 


comme la formule généra 


5 


De plus, 
abcd eft non-feulement divifble par a 
b,&c,8&d 

ab, ac,a d, be ,0d, € d, & par 


abc, abd, er bcd, & enfin pa 


, & 
, mais auffi pai 


l, c'eft-à die par fa propre valeur ; 
s'enfuit que 6o, ou 2.2.3.5 , peut 
er non-feulement par ces no 

fimples, mais aufli par ceux qui font c 
pofés de deux nombres fimples , c’eft-à- 
lire, par 4, 6, 10, 15. 


Et pareillement Rar ceux qui font com- 


Eme, 


65. 
Quand on aura donc repréfenté un nom- 


: fecond nombre elt formé, fuivant une regle :aflez 


I 


:, des-réfidus qu'on trouve en divifant pat 7 les 


>S 10, 100, 1000, &c,:205 200, 2000, Bc, juf 


> ; 600 , 6000 ÿ Ëtc, 


GEB 


is à volonté, par fes faéteurs fimples, 


era très-facile d'indiquer tous les nom- 
res par lefquels celui-là pourra être divifé. 
l'abord les fac- 


po 
Car on na qu'à prendre € 


teurs fimples un à un, & enfuite les mul- 
tiplier enfemble deux à deux , trois à trois, 
quatre à quatre, &c. jufqu'à ce qu'on ar- 
rive au nombre propofé. 


44 
JO. 


Il faut remar: quer iciavant toutes se 
que tout nombre eft vifble par 1 ; & de 
même 

; de fort jue nom- 
bre a au moins deux faéteurs où divifeurs ; 
à favoir ce nombre même 8al'unité; mais 
tout nombre equin n° a pas d autre div ifeur que 
ces deux, app 


Es } 
Jue nous avons nommés nié bant nombres 


Jfémples où premiers. 


F 
Hors ceux-là tous les autres nombres 
Compofés ont , outre l’unité & foi-même, 


d'autres eu > comme on peut le voir 
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par la table fuivante , dans laquelle on 
a mis fous chaque-nombre tous fes divi- 


feurs (*), 


1243|14/15/1617,18 19) 
| DEREDE 


2f17! 


Enfin Fon doit obferver que o , ou zéro; 
peut être regardé comme un nombre qui 


(*) On a une pareille table pour tous les div 
nombres naturels, depuis 1 j 10000 , qui a été 


publiée à Leyde en 1767 M. Henri Anjema. On à 


encoreune table de divifeurs , qui vajufqu'# 100000; 
mais dans laquelle il n’y a que le plus petit divifeur de 
chaque nombre. Elle fe trouve dans le Di&ionnaire 
glois de Harris, dans le Diflionnaite Encyclopédique & 
dans le Recueil de M. Lambert , que nous avons déjà cité 
à l’article 40. Elle eft même continuée dans ce dernier 
Ouvrage jufqu'à 102000. 


a la 
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a la propriété d'être-divifible par: tous les 
nombres poflibles ; parce que par quelque 
nombre a queFon ait à divifer o; le quo 
tient fe trouve toujours être o ; car il faut 
bien remarquer quela multiplication d’un 
nombre: quelconque par zéro ne produit 
rien, & qu'ainf o fois a, Ou oa, efto, 


SS 


CHAPITRE VIL 
Des Fraëions en général, 


68. 


Q UAND -un-nombrè | Comme 7, par 
7"T 


FA TOITS 
ie, ett dit n'être pas divifible par un 


ns par: 3 , cela: veut 


Autre nombre, fuppof 
feulement dire que le quotient ne peut pas 
‘tre exprimé par un nombre entier » &il 
ne faut point du tout croire qu'on ne puiffe 
Pas fe faire une idée dece quotient, 

On n’a qu'à s’imaginerune ligne longue 
de 7 pieds, perfonne ne doutera qu'il ne 
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foit poffible de divifer cette ligne en 3 par- 
ties égales, & de fe faire une idée de la 
longueur d’une de ces parties. 


69. 


Puis donc qu’on peut fe faire une idée 
nette du quotient qu'on obtient dans des 
cas femblables , quoique ce quotient ne 
foit pas un nombre entier, on fe trouve 
conduit par là à confidérer une efpece par- 
ticuliere de nombres, qu'on nomme fraca 
tions ou nombres TOMPUSe 

L'exemple allégué en fournit une preuve. 
S'il s'agit de divifer 7 par 3, on fe repré- 
fente facilement le quotient qui doit en 
réfulter, & on l’exprime par La en mettant 
le divifeur fous le dividende, & en fépa- 
rant les deux nombres par un trait. 


70. 
Ainfi quand en général le nombre a doit 


être divifé par le nombre b, on indique le 
quotient par $, & on appelle cette façon 


D'ALGEBRE. sx 


de s'exprimer, une frađion. On ne peut 
donc donner mieux une idée d’une fraétion 
Z> qu'en difant qu'on indique de cette ma» 
niere le quotient qui provient de la divifion 
du nombre fupérieur par le nombre infé- 
rieur. Il faut fe fouvenir aufi que dans 
toutes ces fraétions le nombre inférieur fe 
homme le dénominateur, & que celui qui 
et au-deflus du trait s'appelle le numé- 
Tateur. 


PE 


Dans la fraétion citée , Z, qu'on pros 
nonce fept tiers , 7 eft donc le numéra- 
teur, & 3 eft le dénominateur. 

Il faut de même prononcer 
$, deux tiers; 


3° 4 i ñ s 
g> trois huitiemes; $2 , douze centiemes; 


He trois quarts; 


me z 
Mais = fe prononce un demi , & non pas 
Un deuxieme, 


72. 
Afin de parvenir à une connoiffance plus 
parfaite de la nature des fraëtions, nous 
D iï 
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commencerons par confidérer le cas où 
le numérateur eft égal au dénominateur , 
comme dans=. Or puifqu'on indique par 
là le quotient qu’on obtient, quand on di- 
vile a par a, il eft clair que ce quotient 
elt éxaétement l'unité, & que par confé- 
quent cette fraétion $ vaut autant que 1, 
ou un entier ; il s'enfuit de plus que toutes 
les fraétions qui fuivent : 
i yasak s 28 62 f; Q, 
ESET &c. 


font toutes égales en valeur Pune à l’autre, 


valant chacune 1, ou un entier, 


73 

Nous venons de voir qu'une fraétion qui 
alenumérateur égal au dénominateur, vaut 
l'unité. Il faut donc que toutes les fraétions 
dont les numérateurs font plus petits que 
les dénominateurs., ayent une valeur moin- 
dre que l'unité. Car-fi j'ai un nombre à di- 
vifer par un'autre qui eft plus grand , il me 
vient néceflairement moins que r: une 
ligne; par exemple, de deux pieds de long , 
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devant être coupée en trois parties, une 


feule de ces parties fera fans a plus 


Courte qu'un pied ; il eft donc évident que 
3 Lef ft plus peti it q ue g > & cel a par i la même 
taifonque le numérateur 2 eft plus petit que 
le dénominateur ze 


T4: 


i le numérateur eft au contraire plus 
gr à que le dénominateur , ia valéur de 
la fr agas eft plus grande que lunité..C’eft 
ainf que vaut plus: que 1; eart Left autant 
que $8 encore =. Or À eft autant que r; 
Par conféquent 5 vaut 1 ef à-dire, 
un entier & encore un demi. De même 
 Valent 1 a 5 valéntr 
Et en général il füffit dans ces cas de me 
Vifer le nombre fupérieur par l'inférieur, 
& de joindre au quotient une fraktion qui 
ait le réfidu pour numérateur, & le divja 
feur pour dénominateur, Si la fraétion don- 
née étoit, par exemple, #, on auroit au 
quotient: 3, & 7 pour réfidu;. d'oùl'on 

D iij 
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concluroit que # eft la même chofe que 


AE 
2 12° 


75: 


On voit par-là comment les fra&tions ; 
dont les numérateurs furpaflent les déno- 
minateurs , fe réfolvent en deux membres, 
Tun defquels eft un nombre entier, & l’autre 
un nombre rompu , dont le numérateur eft 
plus petit que le dénominateur. On nomme 
ces fraétions , qui contiennent un ou plu- 


fieurs entiers , des fraélions impropres par 


oppoñition aux fraétions réelles ou propre- 
ment dites, qui ayant le numérateur plus 
petit.que le dénominateur, font moindres 
que l'unité ou qu'un entier, 


76. 


On a coutume de fe faire une idée de 
fa nature des fraétions encore d’une autre 
maniere, qui éclaircit affez bien la chofe, 
Si l'on confidere , par exemple, la fraétion 
+, il eft évident qu'elle eft trois fois plus 
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grande que’ 2. Or cette fraétion + fignifie 
que fi l’on partage 1 en 4 parties égales, 
ce fera-là la valeur d’une de ces-parties ; 
il eft donc clair qu'en prenant enfemble 3 
de ces parties, ontaura la valeur de la 
fra@tion à, 

On peut confidérer de la même maniere 
toute autre fraëtion, par exemple, 4; fi 
lon partage l'unité en 12 parties égales, 
7 de ces parties équivaudront à la fraétion 
Propofée. 


77: 


C’eft aufi à cette maniere de repréfen- 
ter les fraétions, que les dénominations 
fufdites de numérateur & de dénominateur 
doivent leur origine. Car, comme dans lè 
fraction précédente Z:, le nombre qui eft 
fous le trait indique que c’eft en 12 parties 
que l'unité doit fe divifer ; par conféquent, 
Comme il défigne ou nomme ces parties; 
on ne l’a pas nommé fans raifon le dénoa 


Minateur. 


D iv 


56 ESLTÉMSE 
Deiplus, commesle némbte:{x 
favoir 7 , indique que:pour avoir la valeur 
fraétion:il fauc'pr rendie outraflembler 
ces parties .8r:que pai-conféquent 
compte pour.ainfi-dire p onra jugé à 
s: de nommer..cenombre qui-eft au- 


deflus.du trait: de numérateur, 


uifqu’il eftvaifé:deicomprendre:ce que 


p 
ref 


tqueĉ, quand on fait ce que fignifie-< z 


ne ouvons confidérer le RERE 


le numérater + l’anité, cc 


fondement + toutes les autres, 


Ha Wa ENS re 
& 1l faut remarq fraétions-vont 


toujours.en diminuant; car plas vous divilez 
un entier, ou plus le nombre des parties que 


vous.en faites eft 


a 
| 
1 


d, plus -äu:contraire 


e ces parties de vient petite. C’eft 
ainf que + sp 


chacune d 


peut que nd de 
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79- 

On-a vu que plus on augmente le dé- 
nominateur: de pareilles fraéions , & plus 
leurs valeurs deviennent péties..On pour- 
toit donc demander s'il:ne fes ivit paspofible 
de faire ce dénomina grand, que la 
fraétion fe réduisir àcrien ?: Nous répon- 
drons que non ;-car.en combien de parti 
innombrables, même , que -vousdivifez 


Funité é; par exemple, la-longueur d'un 
pied: c l 


feront pas de con- 


ferver une certaine grandeur , & ne feront 
Par conféquent jamais abfolument rien 

Q 

00, 

[Left vrai que fi l’on divife la lon 
dun pied-en 1000 parties, par 
Cesi parties ne tomberont plus TR 
fous nos fens- Mais regardez-les par.un bon 
fcope, elles paroitront affez grandes 

Pour pouvoir être divifées encore’en too 
Parties & dayan 
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Il ne s’agit cependant pas du tout ici de 
ce quil dépend de nous de faire, ou de 
ce que nous fommes capables d'exécuter 
réellement, & de ce que nos yeux peuvent 
appercevoir ; il eft queftion plutôt de ce 
qui eft poflible en foi- même. Or il eft 
certain dans ce fens , que quelque grand 
qu'on veuille fuppofer le dénominateur , la 
fraétion pourtant ne s'évanouira jamais en- 
tiérement, ou ne deviendra jamais tout- 
à-fait égale à o. 


81. 


On r'arrive donc jamais entiérement à 
rien, quelque grand qu’on fafle le déno- 
minateur ; & ces fraétions confervant tou- 
jours encore une certaine grandeur, on 
peut continuer ; fans jamais ceffer , la fuite 
de fraétions de Particle 78. Cette propriété 
a fait dire qu'il faudroit que le dénomi- 
nateur fût infini ou infiniment grand, pour 
que la fra&tion fe réduisit enfin à o, ou à 
rien; & ce mot d'infini fignifie en effet 
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ici qu'on ne parviendroit jamais à une fin 
avec la fuite defdires fraétions. 


82. 


On fe fert pour repréfenter cette idée, 
Qui eft très-fondée ; du figne  , lequel par 
Conféquent fignifie ùn nombre infiniment 
grand ; & on peut donc dire que cette frac- 
tion Left un rien réel, par la raifon même 
qu'une fraltion ne fanroit fe réduire à rien, 
auf long-temps que le dénominateur n'a 
Pas été augmenté à l'infini. 


83: 


Il eft d'autant plus néceffaire de faire 


attention à cette idée de l'infini, qu'elle 
eft déduite des premiers fondemens de nos 
connoiffances , & qu'elle fera de la plus 
rande importance dans ce qui fuivra. 

Nous pouvons ici déja en tirer des con- 
féquences aufi belles que dignes de notre 
attention. 


La fra&tion 4 indique: le quotient de la 
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divifion du:dividende 1 par le divifeur co2 
Or nous favons qu'en divifant le dividen- 
de 1 par le quotient =, qui eft, comme 
nous avons Vu, autant que o, On retrouve 


le divifeur o.: voici donc une nouvelle 


notion de l'infini que nous acquérons ; nous 
à 


apprenons qu'il provientde la divifion de r 
par o; & l’on eft par conféquent fondé à 
dire , queis divifé par o indique un nombre 


infiniment grand: ou oos 
8 
OA, 


Il eft néceffaire encore ici de difliper 
l'erreur affez commune de ceux qui pré- 
tendent. qu'un infiniment grand n'eftpas 
fufceptible d'augmentation, 

Cette opinion -ne fauroit fubffter avec 
les principes folides que nous venons d'éta- 


blir; car = fignifiant un nombre infiniment 


e de+;.ileft clair qu'un nombre, quoi 


finiment grand, peut devenir encore 
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LEE 


CHARTER EVEk 


Des propriétés des Fraëions. 
85. 


Nos avons vu plus haut que chacune 


les GA: 
des fraétions, 

2 EET NE AEE 
29 3242 5262795 


fait un entier , & que par conféquent elles 


> Gcc. 


{ont toutes égales entr'elles. La même éga- 


lité regne dans les fraétions qui fuivent, 


chacune d'elles faifant deux entiers ; car 
lenumérateur de Chacune divifé par fon 
dénominateur, donne 2. De même toutes 
ces fraétions 


13 


font égales entr'elles, puifqu'elles 


Pour valeur commune. 
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86. 


On peut pareillement repréfenter Ia 
valeur d’une fraétion quelconque , d’une 
infinité de manieres. Car fi Pon multiplie 
tant le numérateur que le dénominateur 
d’une fraétion par un même nombre , que 
lon peut prendre à volonté, cette fraëtion 
n’en confervera pas moins la même valeur. 
C’eft par cette raifon que toutes ces frac- 
tions 
ES ni RME TES £, Pi Z, RO ey &c. 
font égales entrelles, chacune valant £, 
De même 
Do F9 D E 6 ra S Ce 
font des fractions égales, & dont chacune 
vaut = Les fraétions 


2, Z, TE i8 , y 5, &cc. 

ont pareillement toutes une même valeur ; 
& on peut conclure enfin en général que 
la fraétion ? peut être repréfentée par les 
expreflions fuivantes , dont chacune équi= 
vaut à f; favoir : 


ž AR Rs 
F? saI CLOC 
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87. 

Pour s'em egnyaincre on n’a qu'à écrire 
Pour la valeur de la fra@tion $ une certaine 
lettre c, en entendant par cette lettre c 
le quotient de la divifion de a par b; & 
fe rappeller que la multiplication du quo- 
tient c par le divifeur 2, doit donner le 
dividende. Car puifque c multiplié par 4 


donne a, il eft clair que c multiplié par 


2b donnera za, que c multiplié par 34 
donnera 3 a, & qu'ainfi en général c mul- 
tiplié par mb doit donner ma. Or chan- 
Seant maintenant ceci en un exemple de 
divifion, & divifant le produit ma par mb, 
l'un des faéteurs, il faut que le quotient 
foit égal à l’autre faéteur c; mais ma di- 
Vifé par mb donne aufli la fra@tion TZ, 
laquelle eft par conféquent égale à c; & 
Voilà ce qu'il s’agifloit de prouver: car c 
ayant été adopté pour la valeur de la frac- 
tion $, il eft évident que cette fraétion eft 
égale à la fraétion #, quelque valeur que 
l'on donne à m. 
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Q Q 
O. 


Nous avons vu que toii fraction peut 
être repréfentée fous une infinité de formes $ 
dont chacune contient la même valeur; & 
il eft indubitable que de toutes ces formes, 
c’eft celle qui fera compofée des plus petits 
nombres, dont on faifira le mieux la figni- 
fication. Par exemple, on pourroit mettre 
au lieu CCE lesfra@tions füivantes, 

$s 5 ES Sas MCE 
mais il neft pas douteux que = ne foit tou- 
jours de toutes ces exprefions celle dont 
il eft le plus facile de fe faire une idée: 
Il fe préfente donc ici la queftion comment 
une fraétion , comme < ; qui n’eft pas éx« 
primée par les plus petits nombres poffi bles, 
peut être réduite à fa forme la plus fimple 
ou à fes moindres termes , c'eft-à-dire dans 


notre exemple, € 


3 
89. 


Il fera facile de réfoudre cette queftion; 


fi lon confidere qu'une fraction ne laiffe 


pas 
t 
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Pas de conferver fa valeur > quand on mul- 
tiplie fes deux termes, ou fon numérateur 
& fon dénominateur > Par un même nom 
bre, Car de-là il s'enfuit qu’auffi en divifant 
le numérateur & le dénominateur d’une 
fra@tion Par un même nombre, cette frac- 
tion doit conferver la même valeur, Cela 
R voit encore plus clairement par le moyen 
de la formule générale © ; car fi Pon di- 
Vife tant le numérateur ma que le déno- 
Minateur #2 4 par le nombre m, on obtient 
à fra@ion z» laquelle, comme on l'a prouvé 
ci-deffus , eft égale à ae 

"90. 

Afin donc de réduire une fraction pro- 
Pofée à fes moindres termes, il s’agit de 
trouver un nombre par lequel tant le nu- 
Mérateur que le dénominateur puifle être 
divifé, Un nombre de certe efpece fenom- 
ME un commun divifeur, & aufi long-temps 
Won peut indiquer un commun divifeur 
entre le numérateur & le dénominateur 


Tome 1. 


2 


66 ELÉMENS 

il eft certain que la fraétion peut être rés 
duite à une expreflion plus petite; mais 
quand on voit aurcontraire qu'à lexceprion 
de Punité aucun autre commun divifeur 
ne fauroit avoir lieu, c’eft figne que la 
fraction fe trouve déjà fous la forme la 
plus fimple qu'il eft pofiible, 


of. 

Pour rendre ceci plus clair, confidérons 
la fraétion #. Nous voyons d’abord. que 
les deux termes fe divifent par 2, & qu'il 
en réfulte la fraétion #. Enfuite qu'on peut 
de nouveau divifér par 2, & réduire la 


fra@tion à =; & celle-ci ayant encore z 
pour commun divifeur , il eft clair qu'on 
peut la réduire à ©. Mais à préfent l’on 
s'apperçoit facilement que le numiérateur 
& le dénominateur font encore divifibles 
par 3 ; faifant donc cette divifion on ob- 
tient la fraétion +, laquelle eft égale à la 
fra&ion propofée , & indique l'éxprefion 
la plus fimple à laquelle on puifle la ré- 
duire; cat 2 & $ n'ont que le commun 
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divifeur r, lequel ne peut diminuer ces 
nombres davantage, 


92. 

Cette propriété qu'ont les fractions , de 
Barder une valeur invariable , foit qu’on di- 
vie ou qu’on multiplie le numérateur & le 
dénominateur par un même nombre ; cette 
Propriété , dis-je, eft de Ja plus grande 
Importance & fait le principe fondamental 
de tout ce qu'on enfeigne fur les fraions. 
On ne peut guere, par exemple, ajouter 
Enfemble deux fraétions >, où les fouftraire 


Tu ’ 
ine de l’autre , avant que , moyennant 
cette propriété, on les ait réduites à au- 


es formes, c'eft-à-dire à des expreffions 
ont les dénomin: oient é 7 
énominateurs foient égaux. C'eft 


d ; 
e quoi nous parlerons: dans le chapitre 
füivant. 


93. 


Nous finir U1-C1 par emarque, 
inirons cel l e 
par lar atque 


; na 

cs On peut auffi repréfenter tous les nombres 

Atiers par des fra@ions, P 
Par des fra&tions, Par exemple, 6 


E ij 
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eft autant que É, parce que 6 divifé pat 1 
fait 6; & on peut de la même maniere 


exprimer ce nombre 6 par les fraftions 
12 18 24 36 à, ienai ga > 
=, So 5 g & une infinité d’autres qui 


ont la même valeur. 


CH APT RE:IX: 


De l'addition & de la Jouflrailion des Traëtions. 


94- 


re les fraétions ont des dénomi- 
nateurs égaux, il my a aucune difficulté à 
les ajouter & à les fouftraire ; car? 3 eft 
autant que ZA 4 ioa autant que Ë On 
n'opere dans ce cas, foit pour l'addition, 
foit pour la fouftraétion, que fur les nu- 
mérateurs , & on met fous le trait le dé- 
nominateur commun ; ainfi 


12 i5 20 p 9. 
100 100 me 100 fait 100 ? 
ge 31 fait 26 i 
50 + Fo fait so OÙ 3535 


1 | M6; FR 
2 30 fait p OÙ +3 
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de même : +5 fonti our, c’eft-à-dire 
un ier; & 2—2 L font © à 
+ entier; & $ — i Hz fong, c'eft-à- 

ire rien, ow o: 

Mais quand les fra&tions n’ont pas des 
dénominateurs égaux, il eft toujours pof- 
fible de les transformer en d’autres fra£tions 
qui ayent un même dénominateur. Par 
Exemple, quand on propofe d'ajouter en- 


1 


femble les fraétions = & 32 il faut confidé- 


rer que ; eft autant que? , & que > équi- 
Vautà£; nous avons donc à la place des 
deux fraëtions propofées ces deux autres, 
& ++; dont la fomme fait}. Si les deux 
fraétions étoient jointes par le figne moins, 
comme + —:, on auroit À —? oug ; 

Autre exemple: Soient les fraétions pro- 
Pofées 3 4- ż; puifque 2 eft la même chofe 
Que É, on peut lui fubftituer cette valeur 
& dire $ 4 font Lou ı 2. 

Suppofez qu'on demandé encore ce que 
donnent 5 & + ajoutés enfemble , je dis 
Que c’eft 25 car > fait 4 Rac 7 fait + 

È ij 
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96. 


Il peut arriver qu'on ait un plus grand 
nombre de fraétions à réduire à 2 meme 
dénominateur ; par exemp: z3 774? 596? 
tout fe réduit alors à trouver un nombre 
qui foit divifible par tous les dénominateurs 
de ces fraëtions. 60 eft ici le nombre qui 
a cette propriété , & qui devient par con- 
féquent le dénominateur commun. Nous 
aurons donc # au lieu de =; # au lieu de$ 3 
# au lieu de?; & au lieu de$, & au lieu 
de 4. S'il s’agit à préfent d'ajouter enfemble 
toutes ces fraétions 2, So Sreo ea on 
ne fait qu’ajouter tous les numérateurs; & 
on donne à la fomme le dénominateur 

commun 60; c'eft-à-dire qu'on aura En 


; 1 
ou-z entiers & À, ou 3 35° 


Tout fe réduit ici, nous le répétons, à 
transformer deux fraëtions dont les déno- 
minateurs font inégaux , en deux autres 


D AIGE BR E. 7a 
dont les dénominateurs font égaux. Pour 
faire donc cette opération d’une maniere 
générale , foient $ & $ les fraétions propo- 
fées. Qu'on multiplie d’abord les deux ter- 
mes de la premiere par d, on aura la frac- 
tion égale à$; qu'on multiplie enfuite les 
deux termes de la feconde fraétion par b, 
on en aura une valeur équivalente expri- 
mée par ; & voilà les deux dénominateurs 
devenus égaux, Maintenant fi l’on demande 
quelle eft la fomme des deux fraétions pro- 
pofées, on peut répondre aufi -tôt que 
c’eft re, & s'il eft queftion de la diffé- 
rence, on dit qu'elle eft “5-42, Sil s'agit 
foit , par exemple , des fraétions À & Z, on 
obriendroit à leur place # & £, dont la 


101 


fomme ef 739 & dont la différence etes : 


93. 

C'eft à cette matiere auffi qu'appartient 
la queftion , laquelle de deux fraĉtions pro- 
pofées eft la plus grande ou la plus petite è 
car, pour y répondre , on mà qu'à réduire 

E iv 
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ces deux fra&tions au même dénominateur, 
Prenons pour exemple les deux fraétions 


= & À; fi on les réduit au même dénomi- 


3 
nateur, la premiere devient #, & la fe- 


conde +, & il eft évident à préfent que 
celt la feconde , ou?, qui eft la plus 
grande , & que c’eft de $ qu’elle furpañle la 
premiere. 
Soient propofées encore les deux frac- 
tions ? & +, on aura à leur place celles- 
a 


ci, it & 1; d'où Pon peut inférer que À 


furpalle À, mais feulement de a 
99. 

Lorfqu'il eft queftion de fouftraire une 
fra&tion d'un nombre entier , il fuit de 
convertir une des unités de ce nombre ern- 
tier en une fraétion qui ait le même dé- 
nominateur que celle qu'il faut fouftraire, 
le refte fe fait fans difficulté. Qu'il sagiffe, 
par exemple, de foüftraire +de 1 , On écri- 
ra + au lieu de 1 , & on dira $ ôté de À laiffe 
= de refte, De même +, fouftrait der, 
laifle Z. 
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S'il s’agifloit de fouftraire +de deux, on 
écriroit 1 &+ au lieu de 2, & on verroit 
d'abord qu'il doit refter après la fouftrac- 


tio n 
ni 4 


100. 


Il arrive aufi quelquefois qu'ayantajouté 
enfemble deux ou plufieurs fraétions , on 
Obtient plus d’un entier , c’eft-à-dire , un 
numérateur plus grand que le dénomina- 
teur; c'eft un cas qui s’eft même déjà pré- 
fenté & auquel il faut faire attention, 

Nous avons trouvé , par exemple, à 
l'article 96 que la fomme des cinq frac- 
tions, 2,2, LÉ T étoit +, & nous avons 
fait obferver que cette fomme fignifoit 
= De même ?+ou z 
$ 2 font ou 14. Il ny a qu'à faire fa 


3 entiers & 2 où 


divifion réelle du numérateur par le déno- 
Minateur, voir combien d’entiers viennent 
au quotient, & tenir compte du réfidu. 
On fera de même à peu-près pour ajou- 
ter enfemble des quañtités compolées de 
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nombres entiers & de fraétions ; on ajou- 
tera d’abord les fraétions, & fi leur fomme 
fait un ou plufeurs entiers, on les ajoute 
aux autres entiers. Qu'il foit queftion, par 
exemple, d'ajouter 3; & 25, on prend 
d’abord la fomme de $ & $, ou de e&t 
Elle eftZ ou 1 4; donc la fomme totale eft 

1 
és: 


EEE dommage | 


CHAPITRE X. 


De la multiplication & de la divifior 


des Fraëlions. 


IOL. 


La regle pour la multiplication d’une 
fra&tion par un nombre entier , eft de ne 
multiplier par ce nombre que le numéra- 
teur, & de ne rien changer au dénomina- 


teur; ainfi 
2 fois + fait Ż ou r entier; 


2 fois fait $; & 
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3 fois z fait ou< 


; 
4 fois £ fire où 1 = ou 1 2. 


iz 
On peut cependant , au lieu de cette 
regle , employer auf celle de divifer le 
énominateur par le nombre entier donné; 
& il eft bon de s'en fervir, quand cela fe 
Peut, parce qu fon abrege par-là le calcul. 
Qu'il s’agifte, emple, de multiplier È 
Par 3 ; f Pon multiplie le romeri par 
le nombre entier, on obtient 7 #, lequel 
Produit fe réduit à À Mais fi Pon ie change 
tien au numérateur & qu'on divife le dé- 
Nominateur par le nombre entier, on trouve 
Immédiatement £ ou 2 S pour le produit 
cherché. De même A multipliés par 6 
donnent s, ou 3 5 


102. 


En général donc, le produit de la mul- 
üplication d’une fais z par cet 5; & 
On peut remarquer que quand le dés en- 
her eft précifément égal au dénominateur, 
© produit doit être égal au numérateur, 
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En effet 
5 pris 2 fois donne 1; 
pris 3 fois donne 2; 
$ pris 4 fois donne 3. 
Et en général, fi Pon multiplie la fra&tion$ 
par le nombre b, le produit doit être a, 
comme on l’a déjà fait fentir plus haut; 
car puifque + indique le quotient de la di- 
vifion du dividende a par le divifeur b , & 
qu'on a démontré que le quotient multiplié 
par le divifeur doit donner le dividende, 
il eft clair que ẹ multiplié par 4 doit pro- 
duire a, 


103. 


Nous avons vu comment on doit mul- 
tiplier une fraétion par un nombre entier, 
voyons à préfent aufi comment il faut di- 
vifer une fraétion par un nombre entier ; 
cette recherche eft néceffaire avant que 
nous paffions à la multiplication des frac- 
tions par des fraétions. Or il eft clair que 
fi j'ai à divifer la fraétion 3 par 2, il doit 


D'A LGEBRE. 77 
me yenir; & que le quotient de  divifé 
3? q 7 
par 3 eftż. La regle eft donc, qu'il faut 
divifer le numérateur par le nombre entier 
F 
fans changer le dénominateur. Ainfi: 
a I 6 
3; divié par 2 donne = ; & 
= divifé par 3 donne 
3; divifé par 4 donne 


4, 
Z; & 
3 7 
> &c. 


104: 


Cette regle peut être pratiquée fans dif- 
ficulté , pourvu que le numérateur foit di- 
vifible par le nombre propofé ; mais fort 
{ouvent il ne left pas; il faut donc obferver 
qu'on peut transformer une fraétion en un 
nombre infini d’autres expreflions, & que 
dans ce nombre il ne peut manquer d'y 
en avoir de telles, que le numérateur puiffe 
être divifé par le nombre entier donné. S'il 
Sagifoit, par exemple, de divifer 5 parz, 
On changeroit la fraétion en$, & divifant 
Maintenant le numérateur par 2, On auroit 
auffi-tôt À pour le quotient cherché. 

En général, sil eft queflion de divifer 
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la fraëtion? par c, on la transformera en 
celle-ci $$ , &divifant enfuite le numérateur 


ac par c, On écrira 7: pour le quotient 
cherché. 


105. 


Nous voyons donc que dans le cas où 
une fraétion = doit être divifée par un nom- 
bre entier c, on n’a qu'à multiplier le dé- 
nominateur par ce nombre , & laifler le 
numérateur tel qu'il eft. C’eft ain que $ 
divifé par 3 fait 2, & que 2 
fait 2. 

Ce calcul devient cependant plus facile 
quand le numérateur lui-même eft divifible 
par le nombre entier, comme nous l'avons 
fuppofé à l'article 103. Par exemple Z divifé 

it, fuivant notre derniere regle, 
ir la premiere regle, qui eft ap- 


divifé par $ 


ona+, expreflion qui équivaut 
qui eft plus fimple, 
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106. 


On fera maintenant en état de compren- 
dre comment il faut multiplier une frac- 
tion par une autre fraétion £. On n’a qu'à 
Confidérer que $ fignifie que c eft divifé 
Par d; & en partant de-là; on multipliera 
d’abord la fraétion © par c , ce qui produit 
le réfultat 4; après quoi on divifera par d 
ce qui donne +, Nous tirons de-là la regle 
fùivante , que pour multiplier deux frac- 
tions, on n'a befoin que de multiplier fé- 
Parément les numérateurs & les dénomi- 
hateurs. Ainfi 
par + donne le produit & ou 
par + fait =; & 


$ à 15 5 
par;; produit 5 ou $, &c. 


Le 
37 


ENTIT IE 


107. 


Il nous refte à montrer comment on doit 
divifer une fraétion par une autre. Il faut 
Témarquer d’abord que f les deux fra@tions 


ont le même nombre pour dénominateur, 
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la divifion ma lieu qu'à l'égard des numé- 
rateurs ; car il eft évident, par exemple, 
que + font contenus autant de fois dans 2, 
que 3 left dans 9, c’eit-à-dire ; 3 fois; & 

i ET 8 9 ?, 
pareillement pour divifer & par 2, on n’a 
qu’à divifer 8 par 9, ce qui donne us On 
6 8 : g 
aura de même + en =, 3 fois; -7 en 2,7 
AO 
fois; en, y2 C 


108. 


Mais quand les fraétions n’ont pas leurs 
dénominateurs égaux , il faut avoir recours 
à la maniere dont nous avons dit qu'on 
les réduifoit au même dénominatenr, Qu'on 
ait, par exemple, la fraëtion $ à divifer 
par la fraëtion®, on les réduira d’abord au 
même dénominateur, & l’on aura #5 à di 
vifer par 5; & il eft clair à préfent que 
le quotient doit être indiqué fimplement 


par la divifion de ad par bc; ce qui donne 

ad 

Fe" ` . . . 
Voici donc la regle : il faut multiplier 

le numérateur du dividende par ie dénomi= 


nateur 
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nateur du divifeur , & le dénominatéur du 
dividende par le numérateur du divifeur; 
le premier produit fera le numérateur du 
quotient, & le fecond produit fera fon 
dénominateur, 

109. 
Ainâ , en fuivant cette regle pour divi- 
fer & par $, on aura le quotient #; la di- 
vifion dei par > produira É ou, où RE; 


celle Ar donne one. 
& celle de = par À donnera ao OU gs 


IIO, 

On a coutume auf de préfenter cette 
regle pour la divifion d’une maniere plus 
facile à retenir, que voici: Si l’on renverfe 
la fra&tion par laquelle il s’agit de divifer, 
de façon que le dénominateur fe mette 
à la place du numérateur, & que. celui-ci 
S'écrive fous le trait, & qu'enfuite on mul- 
tiplie la fration, qui eft le dividende , par 
Cette fraction renvérfée, le produit fera le 
otient cherché. Ainfi + divifé par + eft 


Autant quet multiplié parŻ, ce qùi fait 
Tome L, F 
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1, De même À divifé par? eft autant quê 


lol à produit ©; ou # 
Z multiplié par +, ce qui f TA 5 


g 25 PA 
divifé par + fait autant que z3 multiplié par 


5, 
dont le produit eft 55 ou 
On voit donc en général que de divifer 
1e 
par la fraétion, ceft la même chofe qu 


6 
52 


PR 7 f non 

de multiplier par&out2; que la divifio 

par 2 reyient à la multiplication par + ou 
3 

par 33 Ce 


CPE 


“vil r z 
Le nombre 100 divifé par = donnera 
done 200; & 1000 divifé par ; fait 3000, 
De plus, sil s'agit de divifer 1-par 
e 
Je quotient eft 1000 ; & en divifant 1 
par il vient 100000 Cela aide à 
T 
comprendre qu’en divifant par o, il doit 
en réfulter uñ nombre infiniment grand ; 
car la divifion de 1 par la petite ee 
produit déjà le nombre très-grand 
5 


1000000000. 


nant l'unité, on fent bien qu'une fra&tion 
divifée par elle-même doit aufi donner le 
quotient 1 ; la même vérité fuit de notre 
regle: car Dos p parż, il faut mul- 
tiplier À pari , & on ébient À Šou r; & sil 
ne de dure par 2 


on Hulplies z pars; 


it 
or le produit 2 eft Agal à 1. 


Nous avons aufi à expliquer encore une 
expreffion dont l'ufage eft f tOr 
demande, par exemple, s$ que c'eit que 
la moitié de? 55 Cela veut dire 

par =. De même fi l’on d 
ce que font les= de £, on multipliere = 
ce qui produit ©, &3de ‘i Seon A 


multiplié parż, & font ? 


LE4. 


Enfin il faut obfervér ici À l'égard des 
fignes  & —, les mêmes principes que 


84 ELÉMENS 
nous avons établis plus haut pour les nom- 


bres entiers. Ainfi Æ = multiplié Sa es 
fait — z; &—° re par — $, donne 
8 
15° 


De plus — $ divifé Re fait— 5; 
2 divifé zr —ż, fait + E oui. 


+ 
(re 


CHAPITRE Xl. 
Des Nombres quarrés. 
115. 


Le produit d’un nombre multiplié par 
le même nombre, fe nomme un quarré ; 
& par cette raifon on appelle racine quarrée 
ce nombre confidéré relativement à un tel 
produit. 

Par exemple, quand on mülüplie 12 
par 12; le produit 144 eft un quarré dont 
la racine eft 12. 

Le fondement de cette dénomination eft 
pris dans la Géométrie , où lon trouve le 
contenu d’un quarré en blu fon côté 
par lui-même. 
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116. 


Tous les nombres quarrés fe trouvent 
donc par la multiplication; c’eft-à-dire, 
en multipliant la racine par elle-même. 

C’eft ainf que x eft le quarré de 1, parce 

que 1 multiplié par 1 fait r ; & pareille- 
ment, que 4 eft le quarré de 2 ; & 9 le 
quarré de 3; que 2 eft la racine de 4, 
& 3 celle de 9. 
Nous confidérerons en premier lieu les 
Quarrés des nombres naturels, & nous don- 
nerons d’abord la petite table qui fuit , dans 
aquelle plufieurs nombres ou racines fe 
trouvent fur la premiere ligne, & leurs 
uarrés fur la feconde (*). 


ra) 
2 B1[roo]12r144] 5l 


€*) Nous avons des tables très-complettes po 
quarré H t liées fi 

T trés des nombres naturels, publiées fous le titre de 
éträgonometris Tabularia, &c. auélore J. JOBO Luborro. 


Amftelodami , 1690, in-4°. Ces tables vont depuis g 


F iij 


On remarquera d’abord fans peine dans 
ces nombres quarrés rangés ainfi par ordre , 
une -belle propriété ; à favoir que, fi l’on 
fouftrait chacun de ces quarrés de celui qui 
fuit immédiatement , les reftes augmentent 
toujours de 2, & forment la fuite que 
voici: 

3» 9» 7595115 139 15 175 195 21 3 EC 
qui eft celle des nombres impairs. 


118. 
Les quarrés des fraétions fe trouvent 
pareillement, en multipliant unesfraétion 
donnée par elle-même. Par exemple, le 


ENTRE 
quarré de = eft Re 


juelcohqnies 
m r que ji à ar Jë différens autres 
ufages qui détaillés dans l'Introduttion qui eft à là 


de TOuvrage. 
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L'a pour quarré 5 
i a __ __ — 2, &ainfide fuite. 
On voit aflez qu'il fuit de divifer le 
Quarré du numérareur par le quarré-du 
dénominateur, & que la fra@ion qui ex- 
prime cette divifion, doit être le quarré 
de la fraétion donnée. C’eft ainfi encore 
= eft le quarré dei; & réciproque- 


que 3 


ment que $ eft la racine de 


TI9. 
Quand on veut trouver le quarré d'un 


nombre mixte, ou compofé d’un nombre 


entier & d’une fra ny on nia gua. le 


enfuite 

Sagifle , par exemple, detrouver 

de 22 =; on exprimera d’abord c 

Pari, & prenant le quarré = cette frac- 
tion, on a% ou 6: z pour la valeur du que 


de 22. De méme pour prendre le quarré 


as ; on dira 3 = eft autant que z ; done 


fon quarré eft E 2, Ou à 108 2 Voici 


F iv 
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pour chaque quart d'augmentation les quare f 


rés des nombres compris entre 3 & 4. 


On peut conclure de cette petite table, 
que fi une racine contient une fraétion , 
fon quarré ne manque pas d’en contenir 
une auff. Soit, par exemple, la racine 1 2; 
fon quarré eft 5, ou 2 Fe c’eit-à-dire un 
peu plus grand que le nombre entier 2. 

120, 

Pañons aux expreflions générales, Quand 
la racine eft a, le quarré doit être aa; fi 
la racine eft 2a » le quarré eft 4aa; ce 
qui donne à connoître qu’en doublant la 
racine , le quarré devient 4 fois plus grand. 
De même, fi la racine eft 34, le quarré 


elt gaa; & fi la racine eft 4a , le quarré 
eft 16aa. Mais fi la racine eft ab, le quarré 
elt aabb; & fi la racine eft abc, le quarré 
eft aabbce, 
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121. 


Ainfi, quand la racine eft compofée de 
deux ou de plufieurs faéteurs , il faut mul- 
tiplier enfemble leurs quarrés; & récipro- 
quement, fi un quarré eft compofé de deux 
Ou de plufeurs faéteurs, dont chacun eft 
Un quarré , on n’a qu'à multiplier enfemble 
les racines de ces quatrés , pour avoir la 
racine complette du quarré propofé. Ainfi, 
Comme 2304 eft autant que 4.16.36, la 
racine quarrée en eft 2.4.6 ou 48 ; & en 
effet 48 fe trouve être la racine quarrée 
de 3304, parce que 48.48 fait 2304. 


ELA 


Voyons aufli ce qu'il faut obferver dans 
cette matiere à l'égard des fignes -+ &—. 
Et d'abord il eft clair que fi la racine a 
le figne +, c’eft-à-dite qu’elle eft un nom- 
re pofitif, fon quarré doit néceffairement 
être de même un nombre poñitif, parce 


Que -H par -+ fait -+ : le quarré de + a 
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fera -H aa. Mais fi la racine eft un nombre 


négatif, comme — a, le quarré men de- 
vient pas moins pofitif, puifquil eft Faa; 
nous pouvons donc conclure que aa 
eft le quarré tant de Fa que de — a, & 
que par conféquent on peut indiquer pour 
tout quarré deux racines , l’une pofitive & 
l'autre négative. La racine quarrée de 25, 
par exemple , eft également + $ & — 5; 
parce que SGE multiplié par Er 5 donne 
25 aufi bien que -+3 par -H 5. 


C'HPASPE TRE NET 


Des Racines uarrées & des Nombres irra= 
7 


tionnels qui en réfultent. 


123: 
C E que nous avons dit dans le chapitre 


Pi es revient prin ipalement à ce 
Que la racine quarrée: d’un nombre pro~ 
pofé n'eft autre chofe qu'un nombre tel 


e tet 
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; Re 1 brepto> 
que fon quarré fort égal au nomDre pro 
pofé , & qu'on peur mettre devant ces ra- 
cines tant le figne pofitif que le figue né- 


124. 

Ainfi q quand un nombre propofé eft un 
quarré, & qu'on a retenu dans la mémoire 
un nombre fuflifant de nombres quarrés , 
il eft facile de trouver la racine de celui 
qui eft donné. Si celt 196 » par exemple, 
qui foit ce nombre propolé, on fait que 


On traite de même avec facilité les 


fraétions: il eft clair, par exemple, que 


5 
7 
r 


eft la racine quarrée de; on na, pou 
eitla ra 7 


Sen convaincre , quà prendre la racine 
, ] id 
Quarrée du numérateur, & celle du déno- 
Minateur, 
4 hre 
Si le nombre propofé eft un nombre 
Mixte, comme 12 7 , on le réduira à 
NES S 
feule fra&tion , laquelle eft ici, 


dis c’eft Z + Où 3 
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2$: 


Mais quand le nombre propofé n’eft pas 
un quarré , comme 12 par exem ple, il 
n'eft pas poffible non plus d'en extraire la 
racine quarrée, ou d? indiquer un nombre 
tel que, multiplié par lui-même , il donne 
le produit 12, Ce que nous favons cepen- 
dant, c’eft que la racine quarrée de 12 
doit être plus grande que 3 parce que 3.3 
nè font que 9; & T petite que 4, parce 
que 4.4 font 16, c’eft-à-dire plus de 124 
Nous favons même aufi que cette racine 
eft plus petite que 3 333 3 Car nous avons vu 


i TTA ue 
que le quarré de 3 = ou Z eft 12 A Enfin 
nous pouvons déterminer cette racine d’une 
maniere encore e plus approchée , en la com- 
parant avec 3  ; car le quarré de 3 Z ou 


dež eft 7% ou 12 & = > par conféqtent 
cette fr. aftion eft e a un peu plus grande 
que la racine qu on rer mais de très- 
peu, puifque les deux quarrés ne different 
antreux que de £, 
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On paume foupçonner que puifque 3 
& 3 7 font des nombres plus grands que 
la racine de 12 3 il feroit poffible d’ ajouter 
à 3 une fraétion un peu plus petite que 5 
& précifément telle que le quarré de la 
fomme fût égal à 12. 

Effayons donc avec 3 ?, puifque ? eft un 
peu moindre que Z. Or 3 Ż eft autant que 
$t, dont le quarré eft 7”, & par conféquent 
plus petit de {> que je Le de 12, qu'on 
peut exprimer par À . Il eft donc prouvé 


que 3 ? eft plus ptits & que 3 Z eft plus 
grand que la racine cherchée. Effayons 
donc un nombre un peu plus grand que 
3 à, mais pourtant plus petit que 3 “a > par 
exemp. 3 =. Cenombre qui vaut $; a pour 
Quarré t. Or en réduifant 12 à ce déno- 
ur on trouve ‘ il s’enfüir donc que 
3 + eft encore plus petit que la racine de 
12, à favoir de =. Subftituons donc à la 
fra@tion É, qui eft un peu plus grande, 
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& voyons encore ce qui réfulte de la com- 

paraifon du quarré de 3 ;- avec le nombre 
7 ; si 2025 n 

12 propofé: le quarré de 3 — etier, Or I2 


1 


E3 


169 ? 
ainfi 3 £ eft encore trop petit, quoique feu- 


réduit à la même dénomination fait 


la 3 TA TÈ ri rÈ 
lement de +, tandis que 3 7 s'eft trouvé 
trop grand. 


127. 


On peut comprendre facilement que 
uelque fraétion que Fon joigne à 3, le 
quarré de cette fomme doit toujours con- 
tenir une fraétion, & ne peut jamais de- 
venir exaétement égal au nombre entier 1 22 
Ainf, quoique nous fachions que la racine 
quarrée de 12 eft plus grande que 3 = 
moindre que 3 +, nous fommes cependant 
forcés de convenir que nous ne fommes 


pas en état d’afligner une fraétion intermé: 


diaire entre ces deux-là ; & telle en même 
temps qu'ajoutée à 3, elle exprime exac- 
tement la racine quarrée de 12. Avec tout 
cela cependant on ne peut pas dire que la 
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racine quarrée de 12 foit indéterminée par 
elle-même & abfolument; il fuit feulement 
de ce que nous avons rapporté , que cette 
racine , quoiqu'elle ait néceflairement une 
grandeur déterminée ; ne fauroit être ex- 
primée par des fractions. 

128. 

Il éft donc une efpece de nombres qui 
ne font aucunement affignables par des 
fraétions, & qui font cependant des quan- 
tités déterminées ; la racine quarrée de 12 
nous en a offert un exemple. On nomme 
cetre nouvelle efpece de nombres, des 
nombres irrationnelss ils fe préfentent toutes 
les fois qu'on cherche la racine quarrée d'un 
nombre qui n’eft pas un quarré. C’eft ainf 
què 2:m'étant pas un quarré parfait, la ra- 
Cine quarrée de 2 , ou le nombre qui, mul- 
tiplié par lui-même , produit z ; eft une 
Quantité irrationnelle. On nomme aufi ces 
ñombres des quantités fourdes où des 


Commen[ura 
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129. 

Ces quantités irrationnelles, quoiqu'elles 
ne puiflent pas s'exprimer par des fraétions,, 
font cependant des grandeurs dont on peut 
fe faire une idée jufte. Car quelque cachée 
que nous paroïfle , par exemple, la racine 
de 12, nous nignorons pas cependant que 
c'eft un nombre qui, multiplié par lui-mé- 
me, produit exaftement 12; & cette pro- 
priété eft fuffifante pour nous donner une 
idée de ce nombre, d'autant qu'il dépend 
de nous d'approcher de plus en plus de fa 
valeur. 

130. 

Comme on eft donc fuffifamment au fait 
de la figmfication des nombres irrationnels 
dont il eft queftion, on eft convenu d’un 
certain figne, pour indiquer les racines 
quarrées des nombres. qui ne font pas des 
quarrés parfaits. Ce figne a cette figure vV 
& fe prononce en effet racine quarrée, Ainfi 
yı 2 fignifie la racine quarrée de 12, ou 


le 


D'A L GE ARE, 
multiplié par lui-n 
De même, y 2 indique la re 
ede2; y 3, celle de 3 ; y 
racine quarrée de za & en général y 
indique la racine quatrée du nom 


yas 


L'explication que nous avons donnée 
des nombres irrationnels ; NOUS mët auf 
(We : ia 
tôt fur la voie pour appliquer à ces fom- 
bres les calculs ufités. Cär fachan 


à 1 i A 
exemple, que la racine quarrée de 2 


üpliée par elle-même, doit prod 


fous favons auf que la multiplication de 


2 par y2 doit produire néceflairerner 


/ j 
3, QUE V ÿsipar yy s i 
; © que généralement 
/ a produit a. 
Tome 1, G 


Mais quand il s'agit de multiplier Va 
par Vb, e produit eft Yab; parce que 
nous avons montré plus haut que fi un 
quarré a des faéteurs, fa racine doit être 
compofée des racines de ces fa@teurs. C’eft 
pourquoi lon trouve la racine quarrée du 
produit ab, laquelle eft Vab, en multi- 
pliant la racine quarrée de a ou Va , par 
la racine quarrée de b, ou par ÿ/4. Il eft 
clair par-là que fi å étoit égal àa, on au- 
roin yaa pour le produit de Ya par Ve. 
Or y aa eft évidemment a , parce que aa 
eft le quarré de a. 


@ 

133. 
S'il s’agit de la divifion, & qu'on ait 
a, par exemple, à divifer par ÿ/4, on 
obtient V5; & il peut arriver ici que dans 
le quotient l'irrationalité s’'évanouifle, Ceft 
ainfi qu'ayant à divifer Vis par y3, on 
obtient le quotient y$ , lequel fe réduit à 
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» 


v2, & par confé 


quent à VÆ > parce que 


2 eft le quarré de À 


x 
134 
Quand le nombre devant lequel on a 
mis le figne radical y/, eft lui-même un 


quarré , on en exprime la racine de la ma- 
hiere accoutumée. Ainfi V4 eft autant que 
25 Vo autant que 3 , V36 autant que 6, 
& y 12% autant que Tou 3 2. On voit 
que dans ces cas Pirrationalité n’eft qu'ap- 
parente , & qu'elle difparoît d’ellé:même. 


I'eft facile aufi de multiplier nos no 
bres irrationnels par les nombres ordinairess 
Par exemple, 2 multiplié par Vs fait 
2 Vs , & 3 fois Yä fair 3 V2 Dans ce 
fecond exemple cependant, comme 3 eft 
p / s i ? 
Ha que Vg, on peur exprimer aufi 3 
fois ÿ/3 pat y 9 multipliant y z, où par 

18. De même 2 y aeftautantqne VAa, 

/ ~ 
& zya autant que y ga. Et en g 
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b Ya a la même valeur que la racine quar- 
de bba ou y abb; d'où l'on infere 
proquement , que quand le nombre qui 
ft précédé du fighe’ radical contient un 
quarré;, on peut-prendre la racine. de. ce 
quarré & la mettre devant le figne , comme 
on feroit en écrivant- Va au lieu de V bba. 
On comprendra aifément d’après cela les 
réduétions qui fuivent : 


elt autant que 2 y 23 


Vas ou V2.9 
j 


y 24:0u W.6:4 
} / 


y 3zouy 2.16 
/ / 


V275 00/3225 


& aint de fuite. 
ra 
z 
136. 
La.divifon.eft. fondée fur les mêmes 
7, 


P ae ee a 7 
principe ESa Y a Qiviie par V 2.3. 1dit 


Vi Ert p: 
autant, que v= où y l4 ou 


ou y Q ou 


e ou y + 


ES où vs, 
ou ÿ/6:4, ou enfin 2 Ve: 

I 37 

Il n’y a rien à remarquer de particulier à 

l'égard de l'addition & de la fe i 
parce qu'on né fait FEES lier les nombri 
Par les fier 
ajouté à y 3 $ 
fouftrait de A 


nomme les autres nombres , tant enti 
Que fraétionnaires , des nombres rationnels, 
Aïnfi toutes ie fois q qu'on parle de nom- 
bres rationne s, On entend par-là des nom- 
bres entiers , ou bien aufi des fra&tions. 


G ij 


CHAPITRE XIIL 


SPR Ni . NE 
impoffibles ou IMAStTRALreS y 


qui dérivent de la méme fource, 


139. 


LN ous avons déjà vu plus haut que les 


quarrés des nombres, tant pofitifs que né- 

5, font toujours pofitifs ou affeétés du 
figne -L ; ayant fait obferver que — a mul- 
tiplié par —a fait Lau, tout comme le 
produit de Ha par a. C'eft pourquoi, 
dans le chapitre précédent, nous avons 
fuppofé que tous les nombres dont il s’agif- 
foit d'extraire les racines quarrées , étoient 
poñtifs, 

140. 

Quand il arrive donc qu'il foit queftion 
d'extraire la racine d’un nombre négatif, 
on ne peut-que fe-trouver fort embarraffé ; 
n'y ayant aucun nombre affignable dont le 
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quarré foit un nombre négatif, Car fuppo- 
fez, par exemple, qu'on voulût extraire 

>H pie, 
la racine de — 4, ce feroit demander un 
nombre tel que, multiplié par lui-même, 
il donnât — 4 ; or ce nombre cherché neft 
3 
ni 2 ni—2, parce que le quarré,, tant 
de +2 que de — 2, eft 4 & non pas 
ER 


141. 

Il faut donc conclure que la racine quar- 
rée d’un nombre négatif ne peut être ni 
un nombre pofitif, ni un nombre négatif, 
puifqu’auff les quarrés des nombres néga- 
tif prennent le figne plus. Par conféquent 
il faut que la racine en queftion appartienne 
à une efpece tout-à-fait particuliere de 
nombres ; puifqu’elle ne peut être comptée 
ni parmi les nombres pofitifs , ni parmi les 
nombres négatifs, 


142. 
Or nous avons remarqué plus haut que 
les nombres pofitifs font tous plus grands 


G iv 
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que rien ou o, & que les nombres négat tifs 
tous plus petits que rien ouo; de façon 
que tout ce qui furpaffe o s'exprime par 
des nombres pofitifs, & que tout ce qui 
eft moindre A ueo, s'exprime par des nom- 
f : Nous voyons donc que les 
racines quarrées de nombres négatifs ne 
font ni plus grandes ni plus petites que rien. 
Cependant on ne peüt pas dire qu’elles 
foient o; car o multiplié par o fait o, & 


par conféquent ne donne pas un nombre 


res qu'il eft 
poflble de s'imaginer, font ou plus grands 
ou plus petits que o, ou font o même, il 
eft clair qu’on ne peut ps même compter 


la racine quarré 


d'unnombrenégatif parmi 
les nombres pofbles.;: & il faut donc dire 
c eft une quantité impofible. C’eft de 

que nous fopumnes conduits à 


par leur nature font 
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Se O n nomme ordinairement ces 


nombres = quantités imaginaires , parce 


qu'elles exiftent purement dans Pimagi- 

nation, 
Toutes les expreflions, comme 

/ /— 4s &c. font par 

1ombres fibles ou 

aires, puifqu'ils indiquent des racines 

rantirés négatives. Et c’eft de pareils 

bres qu'on foutient avec raifon qu'ils 

ne font ni rien, ni plus que rien, ni moins 

que rien; ce qui fait principalement qu’on 


eft obligé de les déclarer i offibles 
git obuge de les déclarer 1MPOHIDIES. 


Avec tout c 

préfentent à l'efprit, ils ont lieu dans 
notre imagination, & nous ne laïflons pas 
Qen avoir uneidée fuffifante ; puifque nous 
favons que p: v = 4, par exemple, on 
entend un nombre qui, multiplié par lui- 


même , fait-— 4. C'eft auf pourquoi rien 
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ne nous empêche d'appliquer le calcul à 
ces nombres imaginaires , & de les em- 
ployer. 

1 40. 


Notre premiere notion dans la matiere 
que nous traitons, eft que le quarré de 
V—3, par exemple, ou 
TA par y — 3, elt 


de y — i par 


produit de 
— 3; que celui 
—1, fait — 1; & en gé- 
néral, qu’en rs V—a par V—a, 
ou en prenant le quarré de Ÿ— a, on 
obtient — a. 


147- 


Maintenant , comme —a fignifie autant 
que -}a multiplié par — r, & que la ra- 
cine quarrée d’un produit fe trouve en mul- 
tipliant enfemble les racines des faêteurs, 
il s'enfuit que la racine de a multipliée par 

1, ou és eft autant que ya muk- 
tipliée par V—51. Or Va eft un nombre 
poflible ou réel, par conféquent ce qu'il 
y a d'impoflible dans une quantité imagi- 
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paire , peut toujours fe réduire à viss is 
Par cette raifon donc, y — 4 eft autant 
que V4 multipliée par y—ı » & autant 
que 2 — 1, à caufe de y4 égal à 2. 
Par la même raifon = 9 fe réduit à 

Vo.y—1,ouà3 V ; & V—16 
faille > 4 y- =i. 


148. 


De plus, comme 


z multipliée par 
y fait Yab, lon aura V6 pour la va- 
leur de Es multipliée par W—3; & 
V4 ou 2, pour la valeur du produit de 


V—1 par VA — 4. On voit donc que deux 
nombres imaginaires , multipliés Pun par 
lautre , en produifent un réel ou pofible. 

Mais au contraire un nombre pofāble , 
multiplié parun nombre impofñlble , donne 
toujours de l'im aginaire: y — 3 par V+5 
fait y 15e 

149. 

Ilen et de même à l'égard de la diyi- 

fion; car Y'a divifé par yb faifant 2, 


H3 divifé par 
/ c 
V—3 fera y—1; & qu j divifé par 
V—ı me donne y y — 1; parce 
que x eft autant que y+ ze 


150. 


1 


Nous avons obfe plus haut que la 


racine quarrée d’un nombre quelconque a 
toujours deux valeurs, l'une pofitive & 
l'autre négative ; que 5 ‘par exemple 
eft également -+2 & —2, & qu'en pe 
a comme =} 
pour la racine quarrée' de a. Cette rem: 


néral onpeut adopter 


que à lieu aufi, -que 

imaginaires: la racine quarrée de — a eft 
o J z 

également V= a & y —a; mais 

il faut fe garder de confondre les fignes 

H 8&c — qui font devant le figne radical y 

& le figne qui ne vient.qu'après cette mar- 


que . 


pourroit avoir-fur l'utilité des non 

nous venons de parler; carien-efet ces 
nombres étant impoflibles , il ne feroit pas 
étonnant qu'on = crût tout-à-fait inutiles 
& l’objet feulement d'une- vaine fpécula- 
tion, On fe tromperoit cependant; le calcul 
des imaginaires eft de la plus grande im- 
portance; fouvent il fe préfente des quef- 
tions, defquelles on ne fiuri dire fur le 
champ fi piles s renferment quelque chofe de 
réel & de pofible ou non. Or quand la fo- 
Len d’une pareille queftion nous conduit 


à des nombres im , nous fommes 


certains que ce qu'on demande eft impof- 


fible. 

Afin d’éclaircir ce que nous venons de 
dire par un exemple, fuppofons qu'on 
propofe la queftion:\de divifer le nombre 
12, en deux parties, telles que le, produit 
de ces parties. fafle 40. Si l'on réfout cette 
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ma par les regles ordinaires, on trouve 
pour les parties cherchées éco & 
6 —y — 4; mais ces nombres font ima- 
ginaires : on conclut donc par cela même 
qu'il eft impoffible de réfoudre la queftion. 

On faifira facilement la différence, en 
fuppofant que la queftion eût été de divifer 
12 en deux parties qui; multipliées en- 
femble, fiflent 35 ; car il eft évident que 
ces parties feroïent 7 & 5. 


0 EEEE. 
G 
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(OS un nombre a été multiplié trois 
fois par lui-même, ou, ce qui revient 


au même, que le quarré d'un nombre a 
été multiplié encore une fois par ce nom- 
bre, on a un produit: qui fe nomme un 
cube où un nombre cubique, C'eft ainfi 
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que le cube de aeft aaa, vu que c’eft ce 
qu'on obtient en multipliant a par foi- 
même , ou par a, & enfuite ce quatré aa 
encore par a. 

On voit par-là que les cubes des nom- 


bres naturels doivent fe fuivre dans l’ordre 
que voici (*): 


nn ee aaee e e e 


apma 


Si nous confidérons les différences de ces 
nombres cubiques , 
fait pour les quarrés, 


comme nous l'avons 
en fouftrayant chaque 
cube de celui qui le fuit, nous obtenons la 
fuite de nombres que voici: 


75193 37» 61,91,127,169,217, 271; 


nous ne remarquons d’abord aucune régu- 


5 D) On: doit à un Mat en, nommé J. Pau 
erg en 1701, dans 
tant le rés que les cubes de 


depuis x ju 12000, 
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larité dans cette fuite ; mais fi nous prenons 
les différences de ces nombres, nous voyons 
fe former la férie fuivante : 

12,18, 24, 30; 36,42, 48,54; 
dans laquelle les termes augmentent tou- 
jours évidemment de 6. 


Après la définition que nousavons donnée 
du cube, il ne fera pas difficile de trouver 
les cubes des nombres fraëtionnaires : on 


} pers 
verra que & eft le cube de $; que + eft 
s 


le cube de 7 & que eft celui de Fe En 
effet on n’a qu'à prendre féparément le cube 
du numérateur.& celui du dénominareur, 
on aura 5 pour le cube de la fration FE 


I 


Si c’eft d’un nombre te quil $ 


I 
de trouver le cube , il faut d’abord le ré- 


duire en. une feule fraction, & procéder 

enfuite comme il a été dit. Pour trouver, 
Tire are 

par exemple, le cube de 1 zə il faut prendre 
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celui de qui eft Z; ou 3&4. Demême 
le cube de q —, où de la fraétion feule A 
et our & fE, 8e le cube de"; Lou 
de % et 27 


Puilque aaa eft: le cube de a; celui du 
nombre ab fera aaabbb; d'où l'on voit 
que fi un nombre à deux ou plufieurs. fac: 
teurs, on peut trouver fon cube en mul- 
tipliant enfemble les cubes de ces faéteurs. 
Par exemple, comme 12 eft autant que 
3-4, on multiplie le cube de 3, quieft:27, 
par le cube de 4 qui eft 64, & on obtient 
1728, cube de 12. On voit de plus qué 
le cube de 2a eft Bada; & par conféquent 
8 fois plus grand que le cube de-a ;-& de 
même, que. le cube de 3 a eft 27 aaay 
Ceft-à-dire: qu'il eft 27 fois plus grand que 
le cube de a. 

157. 

Faifons attention auf aux fignes.-f- & 

~ Il eft clair dabord- que le cube d’un 
Tome 1, H 
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nombre poñitif ane peutqu'étrepoftifde 


même; c'eft-à-dire -+ aaa. Mais s'ilsagit 


on verra qu'en, prenant d’abord le 


de prendre_le cube d’un nombre négatif 


a, 
quarré, lequel eft aa, & multipliant en- 
fuite , félon la regle ce quarré par —a, 
le cube cherché dévient = ara. ién eft 
doñc'pas, à cet égard; des nombres cu- 


que ceux-ci fe trouvent toujours pofitifs. 
Le cube de — r et =; echi dez 
ëft 8 "celui de 3 — 27, K dini 


de füite. 


GAP ITR EE. XV, 
es Raëines cubiques & dés Nombres tra- 


tionhels qui ën” dérivent. 
„sQ 
15 8. 
De même qu'on peut, comme on a vu, 


trouver lè cube d'iir ñômbré donné’, on 
peut réciproquement aufli, érant donné un 
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hombre quelconque, trouver le nombre 
qui, multiplié trois fois par lui-même , pro- 
duit le nombre propofé. Ce nombre él 
ché s'appelle relativement à l’autre , a ra- 
cine cubique. Anh la racine cubique d'un 
nombre donné eft le nombre dont le cube 
eft égal à ce nombre donné. 


159. 

ILeft donc facile de déterminer la racine 
cubique, quand le nombre propofé et réel 
lement un cube, comme nous én avons vu 
des exemples dans le chapitre précédent. 
On fent bien que la racine cubique de s 
elt r; que celle de 8eit 2; que celle dé 


27 e 3 ; que celle de 64 et 4; & ain 


; 
de fuire. E eillement , que la racine cu- 
bique de —"17 eff —3 ; 8 que celle de 

ety, 
De plus, que fi le nombre propofé eft 
rompu, comme > > la racine cubique en 
i & que celle de Heft +. Enfin, 
1€ d’un nombre mixte 
H ij 
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2 doit être tou 1 +; parce que 2 j> eft 
7 3 ? 
6. 
autant que 


160. 


Mais fi le nombre propofé n’eft pas réel- 
lement un cube, fa racine’ cubique ne 
pourra pas non plus s'exprimer ni en nom- 
bres entiers, ni en nombres fraétionnaires. 
Par exemple, 43 n'eft pas un nombre cu- 
bique ; je dis donc.qu'il eft impoffible d'af- 
figner un nombre, foit entier foit fraétion- 
maire, dont le cube fafle exaËtement 43. 
Ce qu'on peut aflurer cependant, c’eft que 
la racine cubique de ce nombre eft plus 
grande que 3, vu que le cube de 3 ne fait 
que 27 , & que cette racine eft plus petite 
que 4, parce que le cube de 4 eft 64. Nous 
favons donc que la racine cubique cher- 
chée eft néceflairement contenue entré les 
nombres 3 & 4. 

161. 


Si l’on veut donc, puifque la racine cu- 
bique de 43 furpañle 3 , ajouter à 3 une 
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fraëtion ; il eft für qu'on pourra de plus en 
plus approcher de la vraie valeur de cette 
racine; mais on ne pouira cependant ja- 
mais indiquer de nombre qui exprime exac- 
tement cette valeur; parce que le cube 
d’un nombre mixte'ne peut jamais être par- 
faitement égal à un nombre: entier , tel 
qu’eft 43. Si l'on fuppoloit, par exemple, 
que 3 +ou Z fût la racine cubique cherchée 


de 43, on fe tromperoit de$; car le cube 
7 


de 7 ne fait que # ou 421. 


162. 


Il eft donc clair par-là que la racine cu- 
bique de. 43 ne peut en aucune maniere 
s'exprimer foit par des nombres entiers, 
{oit par.des fraétions. Cependant on a une 
idée diftinéte de la grandeur de cette: rą- 
cine ; cela engage à fe fervir, pour l'in- 


/ 


diquer , du figne v , qu'on met devant le 
nombre propofé, & qu'on prononce racine 
cubique ; afin de la diftinguer dè la’racine 
quarrée , laquelle on ne fait fouvent que 


H ij 
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5 
ner fimplement racine, Ainfi V4 fis 
gnifie la racine cubique de 43, c'eft-à-dire, 
le nombre dont'le cube eft 43, ‘ou qui, 
multiplié trois fois par lui-même; fait 43. 


163. 


IL eft donc clair auffi que de telles’ex- 
preflions ne peuvent appartenir aux quan- 
tités rationnelles, & qu'elles conftituent 
plutôt une efpece particuliere de quantités 
irrationnelles. Elles: n’ont même rien de 
commun avec les racines quarrées, & il 
neft pas poffible d'exprimer une telle ra- 
cine Cubique par une racine quarrée, com= 
me par exemple par y 12; car le quarré 
de Vi 2 étant 12 , fon cube fera 12 Vi F 
par conféquent encore irrationnel & tel 
qu'ilne peut être égal à 43. 


8 
164. 
Que. fi le nombre propofé eft un cube 


réel „nos expreflions deviennent rationnel- 


37 3/ 
ls; y/1 eft autant que 1 ; y/8 eft autant 
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3 P7 
que 23 V/27 autant que 35 & en général 


3. 
Va aa autant quea: 


DE 


S'il étoit queftion de multiplier une ra- 


Le 
(®) 


I( 


cine cubique comme Va par DES 
comme yi , le produit doit être Va b3 
car nous favons qué la racine cu ique d’un 
produitiab fe trouve en multiphañtenfem- 
blé: les-racines eubiques des facteurs. On 
voir par. cela:même-que:s’il s’agifloit de la 


3 


A / 3} À PRET 
divifion de Va par Vb, le quotient feroit 
/ 
Y 
166. 
On comprend auf que: 2/a;eftian 


VA teni die / ià 
que yi8 j parce que: 2-équivaut dy 83 


3 5 
3} E 
que zy- ceft autant que Viza ; & Lya 


3 : 
autant que V 'abibb; Ainfi réciproquement; 
fi decnombie qui fuir le figne radical ana 
faéteur:quisfoit un cube ; on: peut le faire 


D Ha 
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difparoître en en mettant la racine cubique 


devant le figne. Par exemple, au lieu de 
3 3) 

V óga on peut écrire 4y a; & Hya au 

lieu de Va 25a, Il fuit de-là que V16 eft 


autant que 2 Vas parce que 16 eft au- 
tant que 8.2. 
167, 

Quand un nombre propofé eft négatif, 
fa racine cubique n'eft:pas fujette aux dif- 
ficultés que nous avons rencontrées.en trai- 
tant des racinesiquarrées. Car puifque les 
cubes de nombres négatifs font négatifs, de 
même il s'enfuit qu'auffi les racines cubiques 
de nombres négatifs font fimplement néga- 
tivés. Aint V=8f ne — 2j Via 
s£ autant que — 3. I s'enfuit aufi que 


Vas $ la même :chofe que va 


& que Mesa peut- s'exprimer par spl 
D'où lon'voit que le figne—, s'il fetrouve 
derriere le figne de Ja racine cubique, au: 
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roit auff pu fe mettre devant ce figne. Nous 
ne fommes donc pas conduits ici à des nom- 
bres impofhbles ou imaginaires, comme 
cela nous eft arrivé en confidérant les ra- 
cines quarrées des nombres négatifs, 


CHA PAISIERE RES 
Des Puiffances en général. 


168. 


Le produit qu’on obtient en multipliant 
un nombre plufieurs fois par lui-même , fe 
nomme une puifflance. Aïnf un quarré qui 
provient de Ta multiplication d’un nombre 
par lui-même , & un cube qu’on obtient en 
multipliant un nombre trois fois par lui- 
même , font des puiflances. On dit aufi 
dans lé premier cas, que le nombre eft 
élevé au fecond degré , ou à la feconde 
puiflance ; & dans Pautre cas, que le nom- 
bre eft élevé au troïfieme degré ou à la 
troifieme puiflance. 


C'eft qu'on diftingue ces puiffances l’une 
de l’autre par lenombreide fois que le nom- 
bre propolé a été multiplié par lui-même. 
Par exemple, un quarré fe nomme la fes 
conde puiflance, parce qu'un certain nom- 
bre donné a été multiplié deux fois par lui- 
même ; frun nombre a été multiplié trois 
fois par lui-même, on nomme le produit 
la troifieme puiffance , laquelle fignifie donc 
la même chofe qu'un cube, Multipliez un 
nombre quatre fois par lui-même, vous 
aurez fa quatrieme puiffance, ou bien ce 
qu'on nomme, communément le- quarré 
quarré où le bi-quarré : &r'il n'eft pas 
ficile à préfent de Mrs ce qu'on 
entend par la cinquieme, fi e , feptie- 
me, &c. puiflance d’un nombre. J'ajoute 
feulement que ces puiffances-ceffent après 
le quattieme degré d’avoir d’autres noms 
particuliers. 
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170: 
Pour éclaircir tout cela encore mieux, 


nous remarquerons d'abord que les puif- 
7 
fances de 1 reftent conftammentles mêmes ; 


parce que, quelque nombre de fois qu'on 


multiplie ce nombre 1 par lui-même, le 
jroduit fe trouve toujours être 1. Nous 
commencerons donc ici par indiquer les 
puiffances de 2 & de. Voici l’ordre qu'elles 
fnivent : 


Pu 


27 
16 81 

ga 243 
64 729 
128 2187 | 
256 6567 
512 19683 
1024 59049 
2048 177147 | 
4096 531441 
$192| 1594323 
16334 4782969 
32768 | 14348907 
65536 | 43046721 | 
131072 | 129140163 | 


262144 | 3874204809 | 
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Mais ce font fur-tout les puiffances du 
nombre 10 qui font remarquables; car fur 
ces puiffances fe fonde toute notre Arith- 
métique. En voici quelques-unes rangées 
par ordre , en commençant par la premiere 
puiffance: 

aH- -Ak IV. Fs VI. 


10, 100, 1000; 10000, 100000, 1000000, &c. 


171, 
Si l'on veut maintenant envifager la chofe 
d’une maniere plus générale , on verra que 


les puiffances d’un nombre quelconque à 
fe fuivent dans cet ordre: 
LSW UES V. VI. 


PEES EAN T TAPES DENERS I 
Mais on ne tardera pas à s'appercevoir 
dé l'inconvénient qui accompagne cette 
façon d'écrire les puiflances , &e qui con- 
fifte en ce qu'il faudroit , pour exprimer de 
grandes puiffances , écrire la même lettre 
très - fouvent ; le Leéteur même n’auroit 
pas moins de peine, sil étoit obligé de 
compter toutes ces lettres pour favoir 
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quelle puiflance on a voulu indiquer. La 
centieme puiflance , par exemple , ne 
s'écriroit pas commodément de cette fa- 
çon-là , & il feroit encore plus diflicile de 
la reconnoître, 


172. 

Afin d'éviter cer inconvénient, on a 
imaginé une façon bien plus commode d’ex- 
primer de telles puiffances, & qui mérite à 
caufe de fon ufage étendu , d’être expliquée 
foigneufement: favoir, pour exprimer, par 
exemple, la centieme puiflance, on écrit 
fimplement le nombre 100 au-deflus de ce- 
lui dont on veut exprimer la centieme puif- 
fance, & un peu vers la droite:ainfa', 
qui fignifie a élevé à 100 ; indique la cen- 
teme puiffance de a. Il ne faut pas ou- 
blier qu'on donne le nom d’expo/ant au 
nombre écrit au-deflus de celui dont il in 
dique la puiflance ou le degré , & qui eft 
100 dans le cas que nous avons fuppofé, 
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gE 

De cette maniere a: fignifie donc a élevé 
à 2 , ou la feconde puiflance de 4, laquelle 
cependant on indique aufi quelquefois pat 
aa, parce que Pune & Pautre expreflion 
s'écrit & fe comprend avec la même fa- 


cilité. Mais déjà. pour exprimer le cube ou 
la troifieme puiflance aaa, on écrit a’ con- 
formément à la nouvelle regle, afin de 


gagner de la place. De même at fignifie 
1 


la quatrieme, a* la cinquieme, & af la 
fixieme puiflance de a, 


Enun mot toutes les-puiffances de a fe 
repréfenteront par 
azaz anjar pai fa panya tata", Bree 
d’où lon voit que , fuivant cette maniere, 
ôn auroittrès-bien pu écrire a’ au lieudez 
pour le premier membre de la férie, afin 
gen mieux faire appercevoir l'ordre: En 
effet a neft autre chofè que &, vu que 
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cette unité indique que la lettre.a ne doit 
s'écrire qu'une: fois. “Une pareille fuite de 
puiflances fe nomme aufi une progreffon 
géométrique, parce que chaque terme eft 
d’un nombre de fois plus grand que le pré- 


cédent. 


175. 


Comme dans cette même fuite de puif- 
fances chaque terme fe trouve en multi- 
pliant par a celui qui le précede, ce qui 
augmente l’expofant de 1 ; on peut auf, 
aumoyen d’un terme donné, trouver celui 
qui le précede, en divifant par a, parce 
que c’eft diminuer l’expofant d’une unité, 


| a latorm S 
1 € 10 terme QUI pre- 


Cela nous 
cede le premier terme a' , doit être nécef- 
fairèment © ou 1.5 or fi l’on fe regle für les 
expofans, on. conclura fans. peine que ce 
terme qui précede le premier , doit être a°. 
On! peut donc déduire de-là la propriété 
remarquable , que a° elt conftamment égal 
à r, quelque valeur grande où perite qu'ait 
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le nombre a, & même quand a neft rien; 
c'eft-à-dire que même o° fait r. 


176. 


Nous pouvons continuer encore notre 
fuite de puiffances en rétrogradant , & 
même de deux manieres différentes: Pune en 
divifant toujours par a ; l’autre en diminuant 
l'expofant d’une unité. Et nous ne pouvons 
douter que , füivant l’une ou l’autre façon, 
les termes ne foient parfaitement égaux, 
Nous allons préfenter cette férie rétrogradé 
fous l’une & l’autre forme , €n avertiflant 
que c’eft auffi à rebours, c’eft-à-dire ,en 
allant de la droite vers la gauche, que l'on 
doit la lire, 

1 I I | ï 


adaaaa\aaaaaaaad| aaa | a 
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177. 

Nous voici parvenus à connoître des 
puiffanċes dont les expofans font négatifs, 
& à pouvoir afligner éxaétement les va- 
leurs de ces puiffances! Nous mettrons fous 
les yeux ce que nous avons trouvé , de la 
façon qui fuit: d'abord 

a° ` eft autant que} enflite 
i 
et f 


ai 
gek 
& ainfi de fuite, 


178. 


IL eft clair auffi par Ce qui a précède; 
Comment on.doit trouver les Puiflances 
dun produit 48, Elles feront évidemment 
ab ou a! ht, abt; a ps >atbt, atb, &ci 
Eton trouvera de même les Puiffances des 
fra&tions ; par exemple, celles de 5 font 
a! a? 


mat, a care ; 
b p ng pre pre pro Re. 


Tome I, I 


M les 
Enfin nous avons à confidérer auf les 

s desnombres négatifs, Or fup- 
2 ns donné le nombre —4,; fes puif fan- 


ces.fe fuivront.dans Pordre.que. voici: 
—4) aa, — fra; —4} > a Eke 
’i y £ es puil- 
On. voit. donc..qu'il,.n’y, atque les puil 
B P pre 
fances-dont-les expofans font des nombres 
3 ce & Part 
impairs, qui deviennent négatives, & qu'au 
contraire toutés les Dnfces qui ont un 
z mow- eyon nt polti- 
nombre pair pour Cxpolant , foi pofi 
yes. En effer ,‘les puiflances troifteme , cin- 
s E s r 
i tie neuvieme, &C, -ont 
uieme, feptieme:, me ns À 
sile: figne gz les puiflances,.fe- 
toutesile figne & PACE i 
conde , quatrieme , fixieme , huitieme , Qc. 
IE TN IE 
font afleétées, du figne ~. 
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een me men 


CHAPITRE XV 


Du calcul des Puiffanc 


Nos n'avons rien à obferver d e par- 
ticulier par rapport à l'addition & à la fout 
traction. des puiffances ; Car on ne fait 
pisdiner ces opérations moyennant les 
fignes 4 + & 


; quand, les puiffances font 
différentes entr 


elles. Parexemple, a? Har 
eft la fomme de la feconde & de la troi 
fieme puiffance de a ; &aÿ ‘elt ce qui 
refte en fouftrayant la Pere puiflance 


y aanta £ 
de a de la cinquième ;.& Pon ne peut indi- 


quer plus briévement ni l'un ni l’autre rén 


fultat. Que s'il s ‘agit ide-puiffances de | 
même efpece où du même degré, _il-eft 
qu'il neft pas néceflaire del les.lier par 


a fait 20, &c. 


l ij 
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181. 


Mais la multiplication des puiffances 
exige qu'on fafle attention à différentes 
chofes, 

D'abord quand il s’agit de multiplier 
par a une puiflance quelconque de a, on 
obtient la puiflance fuivante , c’eft-à-dire, 
celle dont l’expofant eft d’une unité plus 
grand: Ainfi a°, multiplié par a, fait a’; 
&'a°, multiplié para, faita*. Erde même, 
quand il s’agit de multiplier par a les puif- 
fances de ce nombre qui ont des expofans 
négatifs , on ne fait qu'ajouter 1 à lexpo- 
fant, Ainfi a-' multiplié par a produit a* ou 
1; ce qui eft d'autant plus évident , que 
a—' eft égal à =, & que le produit de a 
par 5 étant ?, il eft par conféquentégal à r. 
Par des raïfons fémblables a—> , multiplié 


para, fait a—"ou=; & at, multiplié 
par a, donne a—°, & ainfi de fuite, 
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182. 


Enfuite, sil eft queftion de multiplier 
une puiflance de a par aa ow par la den- 
xieme puiffance, je dis que l’expofant de- 
vient plus grand de 2. Ainf le produit de 
a° par aè eff a‘; celui de a: par œ eft a’; 
celui de a* par a° efta; & plus généra- 
lement encore, a” multiplié par a° fait 
a"+?, Pour ce qui eft des expofans néga- 
tifs, on aura a' ou a pour le produit de a—' 
Par a°; Car a— étant égal à 2, c'eft com- 
me fi Pon avoit à divifer aa par a; par 
conféquent le produit cherché eft ou a. 
De même a— , multiplié par a° , fait a° ou 


1; & a, multiplié par a*, fait a—r, 


183. 


Il weft pas moins évident que, pour 
multiplier une puiffance quelconque de a 
par œ, il faut en augmenter l’expofant de 
trois unités ; & que par Conféquent le pro- 
duit de a” par a? efta”*3, Et toutes les fois 


I iij 
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donc qu'il s'agit de multiplier enfemble 
deux puiffances dea, on voit que le pro~ 
duit fera de même une puiffance de'a, & 
tel que fon expofant fera la fomme de ceux 
des deux puiffances données, Par exemple, 
* multiplié par a’ fera 4°, & a'* multiplié 
par a’ fera a’, &c. 
184. 

En be ant de-là on peut déterminer 
aflez facilement des s puiflances très-élevées. 
Pour trouver, par exemple , la vingt-qua 
trieme puiffance de 2, je multiplie la dou- 
zieme puiflance par la douzième puiflance, 


parce que 2°* eft autant que 2'° multiplié 
par 2°: Or nous avons vu plus haut que 
2'* fait 4096 ; je dis donc que c’eft le 
nombre 16777216, ou le produit de 4096 
par 4096, qui exprime la puiflance cher- 
chée 14, 

Q. 
© ) . 


Paflons à la divifion. Nous remarque- 


rons en premier lieu, que pour divifer une 
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piee de & par azil f 
de l'expofant, ouvle diminu 
Ainfi al, divifé par a , fait 
divifé par à. ‘eft autant que 


divifé para; fait a—*. 


Si c'eft par a? qu’il faut divifer une-puif 
fance donnée de a, il faudra diminuer 
; 
l’expofant de 2; & fi cet para , il faut 
fouftraire trois unités de Pe xpofant de la 
puiflance propofée. Ainf.en général , quelz 
que puiflance de a que ce foit qu'il s’agifle 


de diviler par une autre puiflance quel- 


conque de a, la défie eft toujours de fo 


traire 


fant de la premiere a ces puiflances. Ce! 
donnera a” $ 


ainfi que a! 5 divifé par a7., 
que ać, divifé par a7 „donnera am! ; 


que a~ , divifé par at, donnera a77, 


Parce que nous avons dit plus haut, 
il eft facile de comprendre comment or 


I iy 
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doit trouver les puiffances des puiflances ; 
& que cela fe fait par la multiplication. 
Quand on cherche, par exemple, le quarré 
ou la feconde puiffance de’ 43 , ontrouve 
af; & de la même maniere on trouve a'2 
pour la troifieme puiffance , ou le cube de 
at; on voit que pour prendre le quarré 
d'une puiflance, il n’y a qu'à doubler fon 
expofant ; que pour en prendre le cube A 
il faut tripler cet expofant , & ainfi de fuite. 
Le quarré de a” eft a*^; le'cube de or eft 


a?” ; la feptieme puiffance de a” eft a7 , &c. 
QQ 
138. 


Le quarré de a? , ou le quarré du quarré 
de a étant a4, on voit pourquoi on nomme 
la quatrieme puiffance, le bisquarré ou le 
quarré-quarré, 

Le quarré de a3 eft a, c’eft ce qui a 
fait donner à la fixieme puiflance le nom 
de quarré-cube, 

Enfin le cube de 43 étant a9 > on appelle 
les neuviemes puiffances cubes-cubes, On 
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n’a pas introduit d'autres dénominations de 
cette efpece pour les puifflancés , & même 
les deux dernieres ne font pas fort en ufage. 


nn 


CHAPITRE XVIIL 


Des Racines relativement à toutes les 


Puiffances en général, 


189. 


Pea la racine quarrée d'un nombre 
donné eft un nombre tel que fon quarré 
elt égal à ce nombre donné , & que la 
racine cubique d'un nombre donné eft un 
nombre tel que fon cube eft égal à ce nom- 
bre donné ; il s'enfuit qu'étant donné un 
nombre quelconque, on peut toujours en 
indiquer des racines telles que leur qua- 
trieme où leur cinquieme puiffance, ou 
quelque autre à volonté, foit égale au 
nombre donné. Afin de diftinguer mieux 
ces différentes efpeces de racines, nous 
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nommerons la racine quarrée, yacine deti 
xieme ; la racine cubique , räcine troifieme z 
parce que d’après cette dénomination on 
peut nommer racine quatrieme , celle dont 
le quarré-quarré eft égal à un nombre 
donné; & racine cinguieme, celle dont la 
cinquieme puiflance eft égale à un nombre 


donné , &c. 
190. 
De même que la racine quarrée ou deu- 
. x « . / > 
xieme s'indique par le figne y, & la racine 


. r” 3 
cubique ou troifieme, par le figne V> on 


repréfente la racine quatrieme par le figi 


V 
& ainfi de fuite. Il eft clair que fuivant cette 


VE la racine cinquieme par le figne 


façon de s'exprimer , le figne de la racine 


quarrée devroit être y/. Mais comme de 
toutes les racines c’eft celle-ci qui fe pré- 
fente le:plus fouvent, on eft convenu, pour 
abréger , d’omettre le nombre 2 du fiene 
de cette racine. Ainfi , quand dans un fi ign 
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radical il ne fe trouve pas de nombre, cela 


fi ppoe toujours que C'eft la racine quarrée 


qu’on a youlu indiqu 


Nous allons, pour nous expliquer encore 
mieux, mettre fons les yeux les différentes 
racines du nombre a, avec leurs fignifi- 
cations, 

/ 


racine de a, 


ainfi de fuite, 
De forte q que D eat 
ELE 


III. 

EVs 

Ves 
VIS — 
z ainfi de fuite, 
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192. 


Que le nombre a foit donc grand où 
petit, on comprend quel fens on doit 
attacher à toutes ces racines de différens 
degrés. 

Il faut remarquer aufi , que fi Pon prend 
pour a lunité , toutes ces racines reftent 
conftamment 1 ; parce que toutes les puif- 
fances de 1 ont pour valeur l'unité. Que 
fi le nombre a eft plus grand que 1, toutes 
fes racines auffi furpafferont l'unité. Enfin x 


que fi ce nombre eft plus petit que 1, 


toutes fes racines aufli feront moindres que 
l'unité, 


à 
I 93 š 

Quand le nombre a eft pofitif, on com- 

prend , par ce qui a été dit plus haut des 

racines quarrées & cubiques , que toutes 

les autres racines aufi pourront être indi- 


quées réellement, & feront des nombres 


réels & poffibles. 
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Mais fi le nombre a eft négatif, il faut 
que fes racines, deuxieme , quatrieme, 
fixieme, & en général toutes celles d’un 
degré pair , deviennent des nombres im- 
poflibles ou imaginaires ; parce que toutes 
les puiffances d’un degré pair , tant des 
nombres poftifs que des nombres négatifs, 
font toujours affeétées du figne plus, Au 
lieu que les racines troifieme , cinquieme, 
feptieme, & en général toutes les racines 
impaires, deviennent négatives, mais ra- 
tionnelles ; parce ‘que les puiffances im- 
paires de nombres négatifs, font négatives 
de même, 


194. 

Enfin nous avons là aufli une fource iné- 
puifable de nouvelles efpeces de quantités 
fourdes ouirrarionnelles ; car toutes les fois 
que le nombre a, n'eft pas réellement une 
puiflance telle que le figne radical enin- 
dique une , ou femble en requérir une, il 
eft impoflible auffi d'exprimer cette racine, 
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foit en nombres entiers, fóit par des frac- 
tions , & par conféquent cette racine doit 
alors être rangée dans la claffe des nom- 
bres qu'on nomme irrationnels. 
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De la maniere-d'indiquer les Nombres irran 


zionnels par des expofans frađlionnaires. 
$ 3 


195. 


| Nous venons de faire voir dans le cha- 

pitre précédent, Que le quarré d'une pui 

fance quelconque fe trouve en doublant 

l'expofant de cette puiflance, & qu’en gé 
F F ; J 


Ə 


néral le quarté ou la feconde puiffance de 


a” eft az". Ils'enfuit de-la Yinverfe , favoir, 
que la racine quarrée de la puiffance a% ef 
a" , & qu'on la trouve en prenant la moi- 
tié de l’expofant de cette puiffance , ou en 
divifant cet expofant par 2. 


D'A,;L1:C.E EB RUE, 
196. 


Ainfi: la-racine quarrée-de d%:eft ar; 
celle de at efta* ; celle def eft a3 ; 
ainfi de fuite. Et comme c’eft-là une vérité 
générale, on voit que la racine quarrée 
de a3 doit nécéflairement être ai, & que 
celle de as eft a =. Par conféquent on aura 
de même a“ pour la racine quarrée dea! ; 
d'où l'on voit que a* eft autant que Va; 
& cette. nouvelle -maniere d'indiquer la 
racine, quarrée ;. demande qu'on y falle 
attention. 

197. 

Nous avons montré aufi que.] trou- 
ver le cube d’une puiflance comme a”, 
il falloit multiplier fon expofant par 3, & 
que par conféquent te cube étoit 4%. 

ÄAinfi, quand’il s'agit de‘trouver en ré- 
trogradant la fätine troifieme ,” ou cubi- 
que ;rde la puiffance: a%",, on ne fait que 
divifer cet'expofant par 3; 8 on conclu 
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, 
que la racine cherchée eft a. Par confé- 
quent a* , ou a, eft la racine cubique de 
a3 ; a* eft celle de af ; aïeft celle de a9, 
& ainf de fuite, 
198. 

Rien n'empêche d'appliquer ces princi- 
pes aux cas où l’expofant ne feroit pas di- 
vifible par 3 , & de conclure que la racine 
cubique de a? eft as, & que celle de a*t 
elt a? où a! 3, Par conféquent aufli la ra- 
cine troilieme , ou cubique, de'a même, 
ou bien de a! , doit être a3. D'où Pon voit 


3 
que a eft la même chofe que Va. 


199. 

Ilen eft de même des racines d'un degré 
plus élevé. La racine quatrieme dea fera 
at, laquelle expreflion fignifie donc au- 

? 


4 . . . 
tant que Va. La racine cngueme de a 
fera a7, ce qui eft par conféquent léqui= 
valent de Vas & ces vérités s'étendent 
fans difficulté à toutes les racines d’un degré 
plus élevé, 200. 
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200. 


On pourroit donc fe pañler entiér 
des {ignes radicaux ufités, & em 
leur place les expofans fraétionnai 
nous venons d'expliquer ; cependant com- 
me on ef accoutumé À ces fignes depuis 
long-temps , & qu’on les rencontre dans 
tous les écrits analytiques, on auroit tort 
de vouloir les bannir tout-à-fait du calcul, 
Mais on a raifon auffi de fe {ervir beaucoup, 
comme l’on fait aujourd’hui, de l’aütre 
maniere , parce qu'elle répond avec évi- 
dence à la nature de la chofe. En effet, 
on voit fur le champ que at eft la racine 
quatrée de a, parce qu'on fait que le quarré 
de a3, c'eftà-dire az mulriplié 
eft égal à aï ou a, 


ar ar > 


TON 


On voit par ce qui a précédé , comment 


On doit interpréter tous les auttes expofans 


Fompus qui peuvent fe: préfenter. Que fi 
Tome 1, K 


146 

Jon a, par exemple, a, cela fignifie qu'il 
faüt prendre d’abord la rene puiffance 
de a, & en extraire enfuite la racine cu- 
bique ou troifieme ; de forte que a? eft 
autant que, füivant la façon DANSE ; 


y lat, Que pour trouver la valeur de a* 
il faut prendre d’abord le cube ou la troi- 
fieme puiflance de a, qui.eft a, & en 
extraire après cela la racine quatrieme ; 
; ; ; K 
de façon que a7 eft la même chofe que 
4 z% 4 5, 
ya. De même at eft autant quey/et&cc. 
202. 


Quand la fraétion, qui repréfènte lex- 
pofant furpaffe l'unité , on peut indiquer 
encore d’une autre maniere la valeur de 
la quantité propofée. Suppofez que ce foit 


cette qué antité équi vaut à gži , quieft 


d; 
3 


le produit de 47 par. a. Or a? étant égal 


à Va, on voit que a> z eft autant que aè a 
De même a™ ou a3 eft autant que a? 


3 SA aaa s AA 
Va; & ar, c'et-à-dire 43%, fignifie 
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1 

a Ve. Ces exemples füuffifent pour faire 
Concevoir la grande utilité des expofans 
fradionméiress 


203. 
Leur ufage s'étend auffi aux nombres 
rompus: Qwon ait T on fait que cette 
quantité eft égale x 3 OT nòus dvons vu 


plus haut qu'une fraétion de Ia forme + 


S Or 
peut sexprimer par a—n; ainf pour + 
o fervir de Pe ñ x 
n peut. fe fervir de lexprefion a =+; De 
A r 5 
même 5, eft autant que a—7, Soit pto- 
pole core l- a? 
poiéeencore laquantité ©; qu'on la tranf. 
y 


£ ja 

orme en celle-ci : £ z> qui eft le produit 
ai 

3 


FES A 4 SET LES 
de à par a—*; or ce produit équivaut 


$ r 
EP INAI a P 
atow af, où enfina aya. L’ufage 


rendra faciles de femblables réduétions. 


K ij 
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204. 


Enfin nous obferverons que.chaque ra- 
cine peut fe repréfenter d’un grand nombre 
de manieres, Car y/a étant la même chofe 


que a, &- pouvant être transformé en 


rat çp 2 4 5 6 A 
toutes ces fractions , 1355 a ERA 


il eft. clair que Va eft autant que Va, & 4 
que a & que T & ainfi de fuite, 
Pareillement, Va De figrifie a, fera 
égale à Ve & à Val. & à ya: Et Pon 


voit de même que le nombre à ,:.ou a! 5 
pourroit s'indiquer par les expreffions ra= 


Va > &c. 


dicales qui fuivent: 
27 3 4 
Va, Va D Vas 3 
205. 


Cette propriété eft d’un bon ufage dans 
Ja multiplication & däns la divifion. Car 


2} 
fi lon a, par exemple, à multiplier ya 


3 6 2 6 
par Va, on écrit ya pour Va; & Vaż 
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> 3, P. . 
au lieu de Va ; de cette façon on obtient 
de part & d’autre le même figne radical , 


& la multiplication fe faifant maintenant, 
6 


donne le produit Va. Le même réfultat 
fe déduit de ce que a7 multiplié par a5 fait 
aits; Car = = tr, & par conféquent 
$ 
le produit en queftion eft en effet af ou 
6 
ve ` 
S'il s’agifoit de divifer Va ou a par 
3 ; Ex 
l'a ouai, on auroit pour quotient 4* => 
V > H 2 


ouaf 6, c’eft-à-dire a$ ou ya. 


AE IT SRE Axe 


Qui traite en général des différentes manieres 
de calculer & de leur liaifon. 


206. 


Nos avons expofé jufqu'ici différentes 

Opérations de calcul: Addition , la Souf. 

tation, la Multiplication & la Divifion ; 
K üj 
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l'élévation des Puiflances , & enfin l'ex: 
traétion des Racines, Il ne fera donc pas 
hors de propos de remonter à l'origine de 
ces différentes manieres de calculer & 
d'expliquer la liaifon qui eft entrelles, afin 
qu'on puifle s’aflurer s'il eft poffible ou non 
qu’il exifte encore d’autres opérations de 
cette efpece. Cette recherche ne pourra 
que répandre plus de jour fur les matieres 
que nous avons traitées. 

Nous nous fervirons dans ce'deffein d’un 


nouveau figne qu'on peut employer à la 


place de l’expreffion fi fouvent répétée, 


efl autant que ; ce figne eft celui-ci = 
& fe prononce ef éval, Ainf quand j'écris 
-b, cela fignifie que a eft autant que b, 
alà b: de même, par exem- 
pe 3er. 
2 
La premiere façon de calculer qui fe 
préfente à notre efprit, eft fans contredit 
laquelle on- ajoute deux 
nombres enfemble:&c qu'on trouve leur 


Paddition , par 
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fomme. Soient donc a & b ces deux nom- 
bres propofés, & qu'on indique leur fomme 
par la lettre.c, on aura a-}}b =c. Ainfi 
quand on connoît les deux nombres a & b, 
l'addition enfeigne à trouver moyennant 
cela le nombre c. 

208. 

Confervons cette comparaifon «4e, 
mais renverfons la queflion en demandant, 
comment , les nombres a & c étant connus, 
on doit trouver le nombre 2. 

IL s’agit donc de favoir quel nombre i 
faut ajouter au nombre a, pour qu'il en 
réfulte ce nombre c. Soit, par exemple, 
a—3 & c—8; de forte qu'il faudroit que 
lon eût 3 -b= 8; il eft clair qu'on trou- 
vera à en fouftrayant 3 de 8. Ainfien gé- 
néral, pour trouver à , il faudra fouftraire 
a dec, d’où provient b=c—a; car en 
ajoutant de nouveau a de part & d'autre, 
on ab—a—c—aha, c'eft-à-dire =c, 
comme on l'avoit fuppofé. 

Et voilà donc l’origine de la fouftraétion, 


K iv 
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209. 


Aïinf la ouftraftion a lieu > Quand on 
renverfe la queftion qui donne lieu à Pad- 
dition, Or il peut arriver que le nombre 
qu'il s’agit de fouftraire foit plus grand que 
celui duquel il faut le fouftraire ; comme, 
par exemple , s'il s’agifloit de fouttraire 9 
de ; ; ce cas eft donc propre à nous fournir 
l'idée d’une nouvelle efpece de nombres, 
qu’on nomme nombres négatifs, parce que 
ÿ—9=—4 

2.10. 

Quand plufeurs nombres qui doivent 
être ajoutés enfemble font égaux entr'eux; 
leur fomme fe trouve par la multiplication, 
& fe nomme un produit. Ainf ab fignifie 
le produit qui provient de la multiplication 
de a par $, ou bien de ce qu'on a ajouté 
enfemble un nombre a de nombres 4, Si 
nous indiquons à préfent ce produit par la 
lettre c, nous aurons ab=c; & la mul- 
tiplication nous apprend comment, les 
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nombres a & $ étant connus > l'on doit dé 


terminer par-là le nombre c. 


211] 


Propofons-nous maintenant la queftion 
füivante: Les nombres a & c étant connus, 
trouver le nombre b. Soit, par exempie, 
a—3 &c—15$, de façon que 34—: ss 
& qu’on demande par quel nombre il faut 
multiplier 3, pour qu'il nous vienne 153 
c’eft à quoi revient la queftion propofée. 
Or c’eft ici le cas de la divifion : le nom- 
bre qu'on demande fe trouve en divifant 
15 par 3, & en général le nombre 4 fe 
trouve donc en divifant c para; d’où il 


réfulte par conféquent l'équation =£, 


212, 


Or, comme il arrive fouvent que le 
nombre c ne peut être divifé réellement 


par le nombre a, & que cependant la 
lettre 8 doit avoir une valeur déterminée ; 


il fe préfente encore une nouvelle efpece 
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de nombres ; ce font les fraétions, Pas 

exemple, en fuppofant a—4, c=3, de 

façon que 4b=;3 , on voit bien que 4 ne 

fauroit être un nombre entier, mais que 

ce fera une fraélion, & qu'on aura b= 
213. 

Nous avons vu que la multiplication 
provient de l'addition, c’efk-à-dire, de ce 
qu'on ajoute enfemble plufieurs quantités 
égales. Si nous allons à préfent plus loin, 
nous voyons que c’eft à la multiplication 
de plufieurs quantités égales entr'elles qùe 
les puiflances doivent leur origine. Ces 


puiflances fe repréfentent d’une maniere gé- 


nérale par la formule a? , par laquelle on 
entend que le nombre a doit être multiplié 
autant de fois par lui-même que le nom- 


bre b l'indique. Et Pon fait, par ce qui 
a précédé, qu'ici a eft ce qu'on nomme 
la racine, $ Pexpofant, & af la puiffance. 


214. 
Si nous indiquons maintenant cette puif- 
fance même par la lettre cy nous ávons 
a* =c, une équation par conféquent dans 
laquelle fe préféntent trois lettres a shge, 
Or on montre dans la théorie des puiflan- 
ces, comment une racine a avec lexpo- 
fant # étant donnés, on doit trouver la puif- 
fance elle-même, c'eft-à-dire > la lettre c. 
Soit, par exemple , a=5 , & b=3, en 
forte que c= 53 : on voit qu'il faut pren- 
dre la troifieme puiffance de 5, qui eft 
125, & qu'ainfi c—125. 


21% 


On a vu comment, par le moyen de 
la racine a & de lexpofant 4, on doit dé- 
terminer la puiflance c; mais fi l’on veut 


à préfent changer ou renverfer la queftion, 
comme on a déjà fait, on verra que cela 


peut fe faire 


1 š 
eux manieres , & quon 
a deux cas différens à confidérer, En effe 
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fi, deux de ces trois nombres a, b, c étant 
donnés , il s’agit de trouver le troifieme, 
on voit aufli-tôt que-cette queftion admet 


trois fuppofitions différentes , & par con- 


féquent trois folutions. Nous venons de 
confidérer le cas où æ & $ étoient les don: 
nées, nous pouvons donc fuppofer encore 
que c & ou bien que &:8 $ foient con: 
nus & qu'il faille déterminer la troifieme 
lettre. Remarquons donc , avant que d'al- 
ler plus loin , une différence affez effenrielle 
entre l'élévation des puiflances & les deux 
opérations qui conduifent à celle-là. Lorf- 
que dans l'addition nous avons renverfé la 
queftion , nous n’avons pu le faire que d’une 
{feule maniere; il étoit indifférent de prendre 
c & a ou c & h pour données, parce qu'il 
eft indifférent d'écrire 4 ou d'écrire 
b-a. Il en étoit de même de la multipli- 
cation; on pouvoit pareillement prendre 
les lettres a & b Pune pour l'autre , Péqua- 
tion ab=c étant exaétement la même que 
bac, 
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Dans le calcul des puiflances, au con- 
traire la même chofe n’a pas lieu, & on 
ne peut point du tout écrire ?* au lieu de 
ab. Un feul exemple fuffit pour s’en con- 
vaincre : Soit as, & b=—3; ona 
a =— 53 = I 25, Mais 35 — 243: deux 
réfultats très-différens. 


216. 


Il eft donc clait qu'on peut réellement 
fe propofer encore deux queftions : Pune, 
de trouver la racine & par le moyen dè 
la puifflance donnée c, & de l’expofant b. 
L'autre, de trouver l’expofant b , en fup- 
pofant connues la-puiflance c & la racine a. 


217. 


Onpeut dire que la premiere de ces 
queftionsta été réfolue dans:le:chapitre de 
l'extraéliondeswacines. Car, parexemple, 
fi b— 2 &queah=c, nous favons que 
cela fignifie que a eft un nombre tel. que 
fon-quarré foit égal à c, & par conféquent 
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que ave. De même, fl & ac; 
on fait qu’il faut que le cube de a foit égal 
au nombre donné c, & conféquemment 
que a= Ve. Il eft donc aifé de conclure 
généralement de-là comment on doit dé- 
terminer la lettre a par le moyen des lettres 


n . bj 
c & b: il faut néceffairement que a=y c. 


219. 


Nous avons auffi déjà fait remarquer la 


conféquence qui s'enfuit du cas très-fréquent 
où le nombre donné c n’eft pas réellement 
une puiflance ; favoir qu'alors la racine 
cherchée a ne peut s’exprimer:ni par des 
nombres entiers, ni par des fraétions, Et 
comme cette racine doit avoir cependant 
néceffairement une valeur déterminée ; la 
même remarque nous a conduits: à une 
nouvelle efpece denombresque nousavons 
dit qu'on nommoit nombres fourds ou irra- 
tionnels , & que nous avonsvus fe divifer 
en une infinité d’efpeces à caufe de la 
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grande diverfité des racines. Enfin la même 
confidération nous a appris à connoître l’ef- 
pece particuliere de nombres, qu'on a 
nommée nombres imaginaires, 


219. 

Il nous refte à confidérer la feconde 
queftion, qui étoit de déterminer l’expofant 
par le moyen de la puiffance c & de la 
racine a , toutes deux connues. Cette quef- 
tion, qui ne s’étoit pas encore préfentée, 
nous conduira à l'importante théorie des 
Logarithmes, dont l’ufage eft fi étendu dans 
toutes les Mathématiques , quil y a peude 
long: calcul dont on puiffe venir à bout fans 
fon fecours. On verra dans le chapitre 
fuivant, pour lequel nous réfervons certe 
théorie, qu'elle nous fait parvenir à une 
efpece de nombres encore tout-à fait nou- 
velle , & qu'onne peut pas même compter 
parmi les nombres irrationnels dont nous 
avons parlé. 


CHA P ITUR E, XX. 


Des Loparithmes en général. 
220. 


Enx reprenant équation: aè =c , nous 
commencerons par remarquer que dans la 
doétrine des logarithmes on adopte pour 
la racine a un certain nombre pris à vo- 
lonté , & qu’on fuppofe que cette racine 
conferve invariablement la valeur adoptée. 
Cela pofé , on prend l’expofant b tel, que 
la puiflance a? devienne égale à un nom- 
bre donné c , & c’eft alors cet expofant & 
qu’on dit être le /ogarithme du nombre c. 
Nous nous fervirons , pour exprimer-cette 
fignification, de la lettre L. ou des lettres 
initiales /og. Ainf en écrivant b= L.c, 
ou b= log. c, on indique que $ eft égale 
au logarithme du nombre c, oubien que 
le logarithme de c eft £. 
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On voit donc que la valeur de la ra- 
cine a une fois établie „ le logarithme d’un 
nombre quelconque e reft autre chofe que 
lexpofant de la puiflance de-a, qui eft 
égale à c. C’eft ainfi que c étant =a? , 4 
eft le logarithme de la puiffance at. Si Pon 
fuppofe à préfent que b=1, ona pour 


lé logarithme de a', & par conféquent 


L.a=r. Si l’on nie b=2, 0na 2 pour 


le logarithme de a; ceft-à-d ire, L. atz. 
On peut obtenir de la même maniere K 
Daia 5 La‘—4; Liai—s, & aint 
de füire. 

222. 


Si l'on fait —o , on voit que o fera le 
logarithme de a°: or a=; par confé- 
quent L. 1—0, quelque valeur qu’on donne 
à la racine a. j 

Que fi Pon fuppofe b= —r , ce fera 
~ı qui fera le logarithme de a, Or 

Tome 1 L 
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on a donc L.*= —1. On aura 


ï 
pareillement L. 7z =—2; 


L. 7 =— 4, &c. 
223 . 

Il eft donc évident comment on peut 
indiquer les logarithmes de toutes les puif- 
fances de la racine a, & même ceux de 
fraétions qui ont pour numérateur lunité, 
& pour dénominateur une puiffance de a. 
On voit aufli que dans tous ces cas les lo- 
garithmes font des nombres entiers; mais 
il faut obferver que fi b étoit une fraétion, 
elle feroit le logarithme d’un nombre ir- 
rationnel. Car fi Pon fuppofe, par exem- 
ple, b=}, il fuit que + eft le logarithme 
dea” ou de Va; par conféquent on a 


3 
4 t 
L. Va. On trouvera de même L. Va=!, 
L. V a=, &c. 
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224. 


Mais s’il s’agit de trouver le logarithme 
d’un autre nombre c , on voit aifément qu'il 
ne peut être ni un nombre entier, ni une 
fraétion. Cependant il faut qu'il exifte un 
expofant b, tel que la puiffance at devienne 
égale au nombre propofé: on a donc ġ=L,c. 
Donc généralement al*—, 


225: 


Confidérons à préfént un autre nombre 4, 
dont le logarithme ait été indiqué d’une 


maniere femblable par L.d ; de façon que 
a=#=—d, Si nous multiplions cette formule 
par la précédente al°=—c , nous aurons 
ale+kd—cd; or l'expofant eft toujours 
le logarithme de la puiffance ; par con- 
féquent L.c-L.d—=L. cd. 

Que fi au lieu de multiplier nous divi- 
fions la premiere formule par la feconde j 
nous obtiendrions a FRS & par cons 
féquent L.c=L,d—L.£, 


Li 


26. 


C’eft ainfi que nous avons été cond 
à la découverte des deux principale 
propriétés des logarithmes , qui confiftent 
dans les équations L.cHL.d=—L.cd, & 
L.c—L.d=—L.f. La premiere de ces 
équations nous apprend que le logarithme 
d'un produit, comme cd, fé trouve en 
ajoutant enfemble les logarithmes des fac- 
teurs. La feconde nous indique la pro- 
priété; que le logarithme d’une fraétion 
peut fe déterminer en fouftrayant le loga- 
rithme du dénominateur de celui du nu- 
mérateur. 

DD. 

Il s'enfuit donc de-là, que quand il s'agit 
de multiplier ou de divifer deux nombres 
l'un par l’autre , on n’a befoin que d’ajou- 
ter ou de fouftraire leurs logarithmes. Et 
c'eft-là précifément en quoi confifte luti- 
lité infigne des logarithmes dans le calcul. 
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Car qui ne voit qu'il eft incomparablement 
plus aifé d'ajouter ou de fouftraire desnom- 
bres, que den multiplier ou d’en divifer 
fur- tout quand la queftion roule fur d 
grands nombres, 


i 
228. 


encore plus grands ; dans le calcul des 


aces & dans l'extraftion des r 


:4L.c; & en général 


Si l'on fubftitue mair 


i ntenant àz desnom- 
Dres rompus, on aura „par exemple; L.c! 


s GES 
c'eftà-dire Lyc} Lic. 


Enfin, filon fuppofe-que n repréfente 
des nombres négatifs, on aura L.c—' où 
Lis Le ses oùL = ;L; 
& ainfi de fuite. Cela fuit non-feulement 
de l'équation L; e =nL.c, mais auffi de 


5 


L 
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ce que, comme nous l'avons vu plus haut, 
Fo 

229. 

Si Pon a donc des tables dans lefquelles 
les logarithmes fe trouvent calculés pour 
tous les nombres, on a, comme l’on voit, 
un puiffant fecours pour venir facilement 


à bout de calculs très-prolixes , qui exige- 


roient beaucoup de multiplications , de di- 
vifons, d'élévations de puiffahces & d’ex- 
trations de racines. Car ön trouveroit dans 
ces tables non-feulement les logarithmes 
pour tous les nombres, mais aufli les nom- 
bres pour les logarithmes. Par exemple, 
s'il et queftion de chercher la racine quar- 
rée du nombre c, on cherche d’abord le 
logarithme de c, qui et L.c, & prenant 
enfuite la moitié de ce logarithme ou L.c, 
où fait qu'on a le logarithme de la racine 
quarrée qu'on cherche. On n’a donc qu'à 
voir dans les tables quel nombre répond 
à ce logarithme , on eft afluré qu'ilexprime 
la racine cherchée. 
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Nous avons vu plus haut que les nom- 
bres1 25:34 s 5 6, &c. c’eftà-dire tous 
les nombres-pofitifs ; font des logarithmes 
de laïracine a & de fes puiffances poñtives, 
& par conféquent des logarithmes de:nom= 
bres plus grands que l'unité. Et au contraire 
que les nombres négatifs, comme —+, 
—21 ; &c. font les logarithmes des fraétions 


= &cc.: qui font plus petites que l'unité , 


27 «a 
mais cependant encore plus grandes que 
rien. 

Il fuit de-là que fi le logarithme eft po- 
fitif, lenombre eft toujours plus grand que 
l'unité; mais que fi le logarithme eft né- 
gatif, le nombre eft toujours plus petit que 
1, & pourtant plus grand que zéro. Par 
conféquent on ne faurait indiquer des lo- 
garithmes de nombres négatifs, & il faut 
en conclure que les logarithmes des nom- 
bres négatifs font impoñhbles , & qu'ils ap- 
partiennent à la clafle des quantités imagi- 
naires, Liv 
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Il'fera bon, afin d’éclaircir tout cela en- 
core mieux, d'adopter un nombte déter- 
miné pour la racine a , & nous choifitons 
celui-là même für lequel on a fondé les 
tables: logarithmiques ordinaires: C’eft le 
nombre 10; on-luira donnéla préférence, 
parce qu'il fert déjà de bafe àtoutenotre 
Arithmérique. Mais on voit facilement que 
tout autre nombrez#pourvu qu'il fût plus 

Lque l'unité, pourroit ferviraumême 
ufage. Quant à la raifon pourquoi on ne 
pourroit pas fuppofer ==1 , élleteft claire; 
toutes les puiflances 4° féroiént-conftam: 
ment égales à lunité , & ne pourroient 
jamais devenir égales à un autre nombre 
donné c. 
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ne ATEN ER NOR 


CHAP I TORSE.. XXI L 
Des Tables de Logarithmes ufitées. 


929 
232. 


Dis ces tables on part de la fuppo- 
fition , comme nous venons de le dire, 
que la racine a—10. Ainfi le logarithme 


d'un nombre quelconque c eft l'expofant 

auquel il faut élever le nombre 10, pour 

qu'il en réfulte une puiffance égale au nom- 

bre c. Ou bien, fi Pon défigne le logarithme 

de cpar L.c, on aura toujours 10 =c. 
233- 

Nous avons déjà fait remarquer. que le 
logarithme du nombre 1-eft toujours o; 
& enefferona ro =r ; par conféquent: 
Lio; Lio: X ;L.1000==3; 
L.i 0000=4;L.100000=5; L.1000000=6. 

De plus 


Ces logarithmes des nombres principaux 
fe déterminent, comme on voit, fans au- 
cune peine. Mais il eft-d’autant plus diffi- 
cile de trouver les logarithmes de tous les 
autres nombres , & cependant il eft nécef- 
faire qu’on les infere dans les tables. Ce 
weft pas ici encore le lieu de donner toutes 
les inftruétions requifes pour, cette recher- 
che , nous nous contentéronspour le préfent 


de voir en général ce qu'elle exige, 


235. 
D'abord, puifque L.1=0 &L.10o=+, 
il eft évident que les logarithmes de tous 
les nombres entre 1 & 10 doivent être 
compris entre o & 1, & être par confé- 
quent plus grands que o & plus petits que 1» 
Nous n'avons qu'à confidérer le feul nom- 


; il eft certain que fon logarithme eft 


and que o, & cependant plus petit 
i , t ; 


que l'unité; & fi nous défignons ce loga 
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tithme par la lettre x, en forte que L.2=x, 
il faut que la valeur de certe lettre foit telle 
qu’on ait exatement 10*—2. 

Il eft facile aufi de fe convaincre que x 
doit être beaucoup plus petit que + ou ce 
qui revient au même, que roë eft plus 
grand que 2. Car fi nous prenons de part & 
d'autre les quarrés , on trouve le quarré de 
10%—10! & celui de 2—4; or ce dernier 
eft de beaucoup moindre que le premier. 
De même = eft encore une valeur trop 
grande pour x, c’eft-à-dire que 105 eft plus 
grand que 2. Car le cube de 107 eft 10, 
& celui de 2 ne faitique 8. Mais au con- 
traire en ne faifant x que de = on lui don- 
neroit une valeur trop petite, parce que 
la quatrieme puiflance de 10% étant 10 & 
celle de 2 étant 16, il eft clair que 104 
eft moindre que 2. 

On voit que x.ou le L, 2 eft plus petit 
que >, & cependant plus grand que =. On 


peut déterminer de la même maniere à 
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Fégard de toute fraétion contenue “entre 
6e >, fi elle eft trop grande ou fi elle éft 
trop petite. Enténtant, par exemple, avec 
7, qui eft une fraftion moindre que >, & 
plus grande que žo il faudroit que 10*, 
ou 107, fût=—2; où bien que la feptieme 
puiffancé de 167, c'eft-à-dire 102 ou 100; 
fût égale à la feptieme puiffance de 2 ; or 


celle-ci et 128, & par conféquent plus 
grande que celle-là, Nous cohcluons donc 
de-là que ro” eft auffi moindre que 2, & 


qu'ainft > éfEmoindre que L 2, & que L. 2 


qui s'étoit trouvé plus petit que weft" ces 
pendant plus grand que 2. 
F 8 jue ; f 

Eflayôns encore une autre fraĝion qui 
foit, en conféquence de’ce que nous venons 
detrouver, comprife entre & 7 Unetelle 
fraction eft 4, & il donc de voir f 
—2; fi celae s dixiemes puif= 
fances de ces deux nombres font 
égales entr'elles; orla divieme puiffance 

3 E 

derors eft 105 m rooo ;-& le dixieme 
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puiffance de t; il faut donc 
conclure que 1075 
eft une fraétion trop} 
cette égalité, & quele L.2 , quoique plus 
petit que 5 eft cependant plus grand que 


10° 


236. 


Cette confidération fert à nous faire voir 
que L. 2 a une grandeur déterminée, puif 
que nous favons que ce logarithme eft cer- 
tainement plus grand que À & plus petit 
que 3 Nous ne pouvons pas aller plus 
loin pour le préfent , & puifque nous igno- 
rons encore la vraie valeur de ce loga- 
rithme , nous l'indiquerons par x, en forte 
que L.2—x; & nous montrerons com- 
ment, fi elle étoit connue, on pourroit en 
déduire les logarithmes d’une infinité d’au- 
tres nombres. Nous nous fervirons pour 
cet effet de l'équation rapportée plus haut 
Licd=L.c+Ld, qui renferme la pro- 
priété, que le logarithme d’un produit fe 
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trouve en ajoutant enfemble les logarithmes 
des facteurs. 
IFT 
D'abord, comme L.2=x, & L.ro—1 
nous aurons L.zo=x-}1 ; L.200=—x+-2 ; 
L.2000—x+3; L.20000—x—+4; 
& L.200000=%+;:, &c. 
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230. 

De plus, comme L.c®=2L.c & L.c=3L.c 
& L.ct—4L.c, &c. nous avons 

Lx; L8—3x; L16— 4%; L32—6x; 


L.64—6x, &c. & nous trouvons par-là 
que 
L. 4o=2x-} 1; L400—2x—+5; 
L.4000—1x4-3 ; L.40000—2x4, &rcs 
L.80—3x—+1; L.800=3x-4 2; 
L.8000—3x+3 ; L.8o000—3x--4, &c. 
L.160—4x—+1; L. 1600= 4x2; 
L.16o00=4x--3 ; L.160000=4x4-4 &c. 
239. 
Reprenons auffi l’autre équation fonda- 
mentale, L.§=Lc—L.d, & fuppofons 
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e—10, & d= 2; puifque Liro—x, 8 
L2—x, nous aurons L. =ou L.;—1—x, 
& nous déduirons de-là les équations fui- 
vantes : 

L.so—2—x; L.soo—3—x; 

L.sooo—4x, &c. 
Lot x; L125 55%; 

L.625—4—4x, &c. 
L.250—3—2x; L.2$00—4—2x; 

L.2$000—5;—2x, &c. 
L12$0—4—3x; Li2$o0o—$—3x; 

L.r2$000—6—3x, &c. 
L.6250—5—4x; L.62500—6—4x; 

L.625000—7—4x, &tc 
& ainfi de fuite. 

240. 

Si l'on connoifloit le logarithme de 3, 
ce feroit encore le moyen de déterminer 
un nombre prodigieux d’autres logarithmes. 
En voici quelques preuves, en fuppofant 
le L.3 exprimé par la lettre y. 

L.30—=y—+1; L.300—7y-2; 

L.3000—7+3, &e 
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Lois bars RES re 4yis 
Li 4315 y 5 Ge: 

On aura aufi 

L6—x+y; Li2=2x+y; 
Li18=—x—t2y; 

& Li5=L3+Ls=y+ix 


241: 

Nous avons vu plus haut que tous les 
nombres proviennent de la multiplication 
des nombres qu'on nomme premiers. Si 
lon connoifloit donc feulement les loga- 
rithmes de tous les nombres premiers, on 
pourroit trouver par de fimples additions 
les logarithmes de tous les autres nombres. 
Le nombre zro, par exemple, étant formé 
des faéteurs 2, 3, $, 7, fon logarithme 
fera =L.2 +L. 3 +L. 5 E. 7. Pareille 
ment , puifque 360—2.2.2.3.3:$—2:3:$;» 
on a L. 360=3 L. 2+2 L.3 L. 5. ILeft 
donc clair que moyennant les. logarithmes 
des nombres premiers , on peut déterminer 
ceux de tous les autres nombres , & que 

c'eft 
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c'eft à déterminer ceux-là qu'il faut s'atta- 
cher avant toutes chofes, fi l’on fe propofe 
de conftruire des tables de logarithmes. 


ns ne me ren 
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Dela maniere de repr enter les Logarithmes. 


Vous avons vu que le logarithme de 2 


eft plus grand que $ & plus petit que =, 
& que par conféquent l’expofant de 10 doit 
tomber entre ces deux fraétions , pour que 
la puiffance devienne — 2. Or quoiqu'on 
fache cela, quelque fraétion cependant 
qu’on adopte conformément à cette con- 
dition, la puiffance qui en réfulte fera tou- 
jours un nombre irrationnel , plus grand 
où plus petit que 2 ; & par conféquent le 
logarithme de 2 ne fauroit être exprimé 
par une telle fraétion. Cela fait qu'il faut 
fe contenter de déterminer la valeur de ce 


Tome I. M 
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logarithme d’une maniere affez approchée 
pour que l'erreur devienne infenfible. On 
fe fert pour cela des fraélions décimales ; 
celt ainfi qu'on nomme des quantités, dont 
la nature & les propriétés méritent d’être 
mifes dans tout le jour poffible. 


243 
13. 


On fait que dans la maniere ordinaire 
d'écrire les nombres avec le fecours des dix 
chiffres ou cara s 

O, I, 25 39 49 59 6» 75 89 
il n’y a que le premier chiffre à droite qui 
ait fa fignification naturelle; que les chiffres 
à la feconde place fignifient dix fois plus 
que ce qu'ils figniferoient à la premiere; 
que les chiffres à la troifieme place figni- 
fient cent fois davantage ; & ceux à la qua- 
trieme mille fois davantage, & ainfi de 
fuite; c'eftà-dire qu'à mefure qu'ils avan- 
cent vers la gauche ils acquierent une va- 
leur dix fois plus grande qu'ils n’avoient au 
rang précédent. C'eft ainfi que dans le 


à la droi aufi $ réel- 
6; mais ce 


chiffre; au lieu de fignifier 6 , indique 10.6 


ou 60. Le chiffre 7 eft au troifieme rang, 
& fignifie 100:7 ou 700. Enfin le 1, qui 


eft au quatrieme rang, fignifie 1000 ; voilà 


donc pourquoi en prononce le nombre pros 


pofé de cette maniere, 


Un mille (ou mille, ) fept cent 


Puifque la valeur des. chiffres devient 
toujours dix fois plus grande en allant de 


la droite vers la gauche., & c 


la droite, on pourra en fe conformant à 

cette loi avancer encore davantage 

la droite, & on obtiendra des chif 

la fignification continuera de devenir dix 

fois moindre. Mais à quoi il faudra bien 
M j 
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faite attention , c’eft la place où les chiffres 
ont leur valeur naturelle, on l'indique par 
une virgule qu'on met après ce rang. Si 
lon rencontre donc, par exemple , le nom- 
bre 36,54892, voici comme il faut l'en- 
tendre: le chiffre 6 d’abord a fa valeur na- 
turelle ; & le chiffre 3, qui eft au fecond 
nl Mais le chifr TE E 
rang, fignine 30. Mais le chiffre s qui vient 
après la virgule, ne fignifie que $ ; en- 
7 


fuite le 4 ne vaut que 


ne e leccl ionifie — ; & 
gnifie - l ire 9 fignifie 2; & le 


- ; le chiffre 8 fi- 


chif +. On voit donc que plus 
ces chiffres avancent vers la droite, plus 
leurs valeurs diminuent, & qu’à la fin ces 

valeurs deviennent fi petites , qu'on peut 
avec raifon les regarder comme nulles (*). 


(*) Les opérations de l’Arithmétique fe pratiquent 
es fradlions décimales de la: même maniere que für 
1 feulement quelques précau- 
tions à prendre après l'opération pour placer la virgule 
qui fépare les nombres entiers des décimales. On} 
c fur ce fujet prefque tous les Traités d'A. 
tique. Lorfque dans la multiplication de ces fra 


grand nombre 


multiplicande & le multiplicateur ont un g 


4 


Voilà l’efpece de nombres qu'on nomme 
fraëtions décimales, & c’eft de cette ma- 
niere aufi qu'on indique les logaritimes 
dans les tables. On y exprime, par exem- 
ple, le logarithme de 2 paro,3010300, où 
nous voyons 1°. que À y a un ode- 
vant la virgule, ce logarithn fait pas un 


i 
entier; 2°, que fa valeur e ei 
4-2 eri me: On peut 


rema irquer qu on auroit bien pu omettre 


les deux derniers zéros, mais c’eft qu'ils 


fervent à indiquer que le-logarithme-en 
que eftion ne contient aucune de ces p arties 


qui ont 1000000 & 09 pour dé- 


nominateur. On ne nie pas au reftelqu'on 


de décimales, l'opération feroit fort longue & donneroit 
ün réfultat beaucoup plus exa@ 
münément ; mais On peut la 
fe: trouve pas dans beaucoup d'Auteurs, & que 
sa indiquée dans fón édition des Leçons de 
e, où il explique aufi 


üne méthode femblable pour la divifion 
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n'eût pu trouver, en continuant encore 


des parties plus pet mais pour ce qui 


eft de celles-ci on les né églige à caufe de 


leur extrême petit 


Le logari fe trouve exprimé 
dans les tables par 054771213; on voit 
donc. qu'il ne contient point ‘dentier, & 
qu'il eft compofé des fraétions fuivantess 


MES. Oe 


fais il ne faut pas croire sa 


de cette maniere le logarithme {oi 


avec la derniere précifion. On Peur f feu- 


lement être certain que l’erreur:.eft moin- 
dre qu s; il eft vrai d’un autre 
côté ue cette erreur eft fi petites, qu'on 
peut très-bien la négliger dans la plupart 
des calculs, 


vant cette façon d'exprime er les lo- 


À 
garithme i dk doit être indiqué 


par 0,0000000, pui 
=o. Le logarithme de 10 elt 1,0000000, 
où l'on reconnoît qu'il eft exaétement—1. 
Le logarithme de 100.eft 2,0000000 , ou 
xaËtement=2. Et l'on peut en conclure 
que:leslogarithmes.de tous lesnombres qui 
fontconrenussentre 10 &.100 ;. & par con- 
féquent compofés de deux chiffres, que ces 
logarithmes, dis-je , font compris entre 1 
& 2, & par conféquent qu'ils doivent s'ex- 
primer par r=}une fraétion décimale. C'eft 
ainfi que L.so—1,6989700; fa valeur 
eft donc Paie , & outre, cela. É + 2 
+ +2 +7, On n'aura pas de 
peine. à à remarquer de même que les loga- 
rithmes des nombres entre 100 & 1000 
s'expriment par 2 entiers avec une fration 
décimale, Ceux des nombres entre 1000 
& 10000: par 3 une fraétion décimale, 
Ceux des nombres entre 10000 & 100000 
par4 entiers joints à une telle fraétion, 
& ainfi de fuite. Le /0g:.800 , par exem- 
ple, ekt =2,9030900; 
313598355 > Xc. 


celui de 2290 eft 


Les logarithmes au contraire des nom- 
bres: moindres que ro, ou qui ne s’expri- 
ment que par un feul chiffre, ne font pas 
un entier , & voilà pourquoi on trouve un 
odevant la virgule Ainf nous avons deux 

atties à confidérer dans un logarithme, La 
emiere elt celle qui précede.la virgule 


Ez qui indique les entiers quand'ilyena; 


autre mndique-les fra&lions- décimales qu'il 


1 
f 


aut ajouteraux entiers. rtie prémiére 


ou entiere’ d'un logarithme, qu'on nomme 
le-plus fouvent-la caradlériflique, fe déter- 


: facilement d'après ce que nous avons 
litdans!l rticle réde Eli ef} ir 
dit aanst'article précédent, le eito pour 
tous-les nombres qui n'ont qu'un chiffre ; 
elle efti pour ceuxqui en ont deux; elle 
eft 2 pour ceux qui en ont trois; & en 


£ al elle eft toujours:d’une unité moin- 


dre que le nombre dés chiffres. Si donc-on 
demande le logarithme d 56 ; on fait 
déjà que la premiere partie, ou celle des 
entiers; eft 3 néceflairement, ` 
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249. 

Ainf réciproquement on reconnoît à la 
premiere in{peétion de la premiere partie 
d'un logarithme , de combien de chiffres 
eft compofé le nombre qui répond à ce 
logarithme; puifque le nombre de ces fi- 
gures eft toujours d’une unité plus. grand 
que la partie des entiers du logarithme. Si 
onavoit trouvé, par exemple, pour le loga- 
rithme d’un nombre inconnu. 6,4771213, 
on fauroit d'abord que ce nombre doit être 
de fept chiffres, & plus grand que 1000000. 
Eten effet ce nombre eft 3000000; car 
log..3000000=L,3+L. 1000000. Or 

3 3, & L.1000000—6, 
& la fomme; de ces deux logarithmes ef 
6,4771213. 

250. 

Le principal pour chaque logarithme eft 
donc la frattion décimale qui fuit la vir- 
gule, laquelle.même une fois connue feri 


} 


pour plufieurs nombres, Pour prouver ceci, 
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confidérons le me du nombre 365 


fa premiere ț eft 2 fans ee 
quant à Pautre ou la fraction décimale, 

indiquons-la, pour abréger, par la lettre x: 
Nous avons donc L, 365 —2-kx. Oren 
multipliant continuellement par r0, nous 
aurons L3650—3 x; Li36500=4 x 
L.365000:= ; x, &ainfide fuite. Mais 


nous pouvons aufh rebroufler & divifer 


continuellement par ro, cela nous don- 
nera L. 36,5 —=1## 
Lo,365—=—1+-x; L 
L. 0,00365 == 31%, & ainfi de fuite. 
RE Ma) r, 3 


Tous cës nombres donc qui pro 
des figures 365, foit précédées, foit fui- 
vies de zéros, ont thon la'même frac: 
tion décimale pour feconde partie du lo- 
garithme ; &c toute la différence roule fur 
le nombre entier qui eft devant la viroule, 
lequel peut même ; comme nous avons vu 
t 3 ? 


devenir négatif, favoir quand le nombre 
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que 1. Or comme 

s Calculateurs ordinaires ont dela peine 
à traiter les nombres négatifs, on a cou- 
tume dans ces cas d'augmenter de 10 les 
, Ceft-à-dire qu'on 

levant la virgule. 

— 1 on 4.9; 

—2 on a 8 ; au lieu de —3 

Mais ilne faut j 


rex araétériftique a été ife de 
S que ia caracterutique a et pri e de 


ais oublier 


dités trop grande, & ne pas s’imagi- 
ue le nombre eft de 10, ou 9 ou 8 

res, On fent bien que fi dans le 

at nous parlons cette caraétérifhique 
Free que 10,onne peut commence 

les chiffres 

une virgule. Par exemple, que fi la carac- 
tériflique eft.o , on doit commencer au 
premier rang après une virgule ; que fi elle 
eft 8, il faut mettre encore un zéro à ce 
premier rang, & ne commencer à écrire 


Qet ain 


rithme de 


les-chiffres qu'au fecond rang 
Que 9,5622929 feroit le 


188 EzÉMEenSs 
0,365 , & 8,5622929 le log, de 0,03 365s 
Mais c'eft dans les tables des finus princi- 
palement qu'on fait ufage de cette maniere 
d'écrire les logarithmes. 
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On trouve dans les tables ordinaires les 
décimales des logarithmes pouflées jufqu’à 
fept chiffres ou figures , dont la derniere 
par conféquent indique les si 
eft sûr qu'ils ne font jamais en dé 
telle petite partie entiere, & que l'erreur 
ne peut donc être d'aucune Saparence, 
Ily a cependant des calculs où l’on a b 
d'une précifion encore die particu 
on fe fert alors des grandes tables de 7 lacq, 
où les logarithmes | fe trouvent calculés en 
dix décimales. 

2 
3. 

Comme la premiere partie, ou la carac- 
tériftique d’un logarithme, weft füjette à 
aucune difficulté, on l'indique rarement 


DA 1 CE B RE: 189 


= les tables ; on ny exprime que la 


nde partie , ou les fept figures de Ia 
ou décimale: On a des tables angloi- 
fes où Pon trouve les logarithmes de tous 
les nombres depuis. 1 jufqu'à 100000, & 
même ceux de nombres plus grands, parce 
que de petites tables additionnelles indi 
quent ce qu'il faut ajouter aux logarithmes, 
à raifon des chiffres 55 les nombres pro- 
s les tables, On 
trouve , par exemple, le logarithme de 


pofés ont de plus que dar 


379456 facilement , par le moyen de celui 
de 37945 & des petites tables dont nous 
parlons (*}, 


(F) Ces tables an 
au commenc e ce fiecle 4 ont été réim= 
primées plufieurs fois ; on les trouve aufli dans les tables 


de diner, dont les Aftronomes 


nt commuüné= 

ment, & qui viennent d'être réimprimées à Avigno 

Il eft bon de remarquer à l'égard de ces tables, q 

comme les logarithmes n’y pouilés qne juiqu'à fept 
&teres, abftrattion faite de la caraëtériftique , on ne 

Peut par leur moyen opérêr avec une entiere exa@itude 

que fur des nombres qui nt Re plus de fix carac- 


terès ; mais quand on emploie les grandes tables de Place 


cly 
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252 
254. 

On comprendra aifément par ce qui à 
été dit, comment, ayant trouvé un loga- 
rithme , on doit prendre dans les tables le 


où les log nes font pouflés jufqu'à dix caraéteres en 
décimales , on peut, en prenant les parties proportion- 
nelles, opérer, fans commettre aucune erreur , fur des 
nombres qui ayent jufqu'à neuf carafteres, La raifon de 
ce que nous venons de dire .&.les moyens de faire {ervir 
facilement ces tables à des opérations fur de plus 
nombres, fe trouvent très-bien expliqués-dans les £l- 
mens d’Algebre de SaunNDERsON, Liv. IX, IIe Part: 


8 


logaritimes qui répondent à de 

lorfqu'on veut repañler des ‘logarithmes: aux nom} 
comme onrencontre rarement dans les tables le log 
rithme que l'on a, on eft obligé le plus fouven 
chercher ces nombres par une méthode d' iapohi tions 
c'eft-à-dire , par une voie indireĝe. Pour fuppléer à ce 
défaut on a calculé en Angleterre une autre table 

a été publiée à Londres en 1742 , fous le titre de 
Anti-logarithmie Canon , &e- by James Dopson , & qui 
eft encore aflez peu connue; on y trouve les décimales 
des logarithmes rangées par otdre depuis 0,0001 jufqu'à 
1,0000, & à côté les nombres correfpondans pou [és 


juiqu'à onze chiffres; on y trouve auffi les p: pro 
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hombre qui lui convient. Cela deviendra 
encore plus clair par un exemple: mul- 
tiplions les nombres 3 43 & 2401 Puif 


qu'il faut 7 ení e les logarithmes, 


l 
on écrira le calcu DE DE qui fuit: 


Le nombre cherché eft donc 813543. 

Car la fomme eft le logarithme du pro- 
duit cherché ; on voit par fa caratériftique 
5 que ce produit eft PEE de fix chiffres, 
& ceux-ci fe trouvent par le moyen 
la fraction décimale & de la table , être 
823543. 

25$. 

Comme c’eft en particulier dans lex- 
traétion des racines que les logarithmes 
Portionnelles néceflaires pour déterminer les nombr 
Qui répondent aux logarithmes intermédiaires qui ne 


t pas dans la table, 
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rendent de grands fervices , donnons auffi 
un exemple de la maniere dont on les 
applique à cette partie du calcul. Suppofez 
qu'il s’agifle d'extraire la racine quarrée de 
10. Vous divifez fimplement par 2 le lo- 
garithme de 10, qui eft 1,0000000 ; le 
quotient 0,5000000 eft le logarithme de la 
racine cherchée, Or le nombre qui dans 
les tables répond à ce logarithme, eft 
3,16228 , dont le quarré eft effeétivement 
égal à 10, à un Cent millieme près dont 


il eft plus grand, 


SECTION 


SECTION SECONDE. 
Des différentes Méthodes de Calcul 


pour des Grandeurs compofes ou 
complexes. 


CHAPITRE PREMIER. 
De l Addition des Quantités complexes 
256. 

Ea U’ON a deux ou plufeurs for- 
mules compofées de plufeurs termes à 
ajouter enfemble, on ne fait fouvent qu'in- 
diquer certe addition par des fignes, en 
mettant chaque formule entre deux pa- 
tenthefes , & en la liant avec les autres 

è £ y. SLT 
Si le moyen du figne + S'il s'agit, par 
xemple, d'ajouter enfemble les formules 


Tome I, N 


Le & d- ot lique la 


bien querce n'eft pas là effe&tuer 

, que ce weft que l'indiquer. Mais 
on voit aufi que pour la faire réellemen 
on n’a qu'à omettre les crochets; car le 


nombre He f dev 
autre, on fair que cela fe fait eny 
ite -+e &enfuite +f; 


qui donne ER la 


rant être ajout 


ce fomme a+6-Ec 


€ 
LabeLf 
def 


On fuivroit la mêr ie, fi quelques- 
uns des termes étoient afe€tés du figne—; 
il faudroit les joindre de la même façon, 
noyennant le figne qui leur eft propre. 


neg 

PA ) O.. 
Afin de rendre ceci-plus scie nous con- 
fidérerons un exemple en nombres purs; 
nous nous propoferons d’ajouter à la for- 


mule 12—8 cette autre, 15-—6. Si nous 
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commençons donc par ajouter rs 
aurons 8-16; or c'étoit aj 

trop, puifqu'il ne falloir ajouter qu 1 15—6, 
& il eft cl 


air que c’eft 6 que nous avons 
ajouté de trop. Otons, reprenons donc ces 


6 en les écrivant avec le ur 


D'où l'on voit que les fommes fë trou- 
vent en écrivant tous les termes, chacun 
avec le figne qui lui eft propre. 

259. 

S'il eft donc queftion d'ajouter la for- 
mule d—e—f À laiformule a mbe, 
on éxprimera la fomme ainfi: 

a— b-c 


en remarquant cepe enda ant qu il n° importe 


en rien dans quel ordre on écrit ces termes: 


On peut les changer de place à volonté, 
Pourvu qu'on leur conferve leurs Fine 
Cette fomme pourroit ; par exemple, 
Sécrire ainf: 


Ep 
Nï 
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260. 

On voit affez que l’additionne fouffre au: 
cune difficulté, de quelque forme que foient 
les termes à ajouter. Sil falloit ajouter 
enfemble les formules 24 4-6 TEN 


5} aut T 
& 5 y a—7c, on écriroit 
5 
2a Héy b 4L:c+ Va 7C, 
foit dans cet ordre même , foit en chan- 
geant cet ordre .des termes. La fomme 


reviendra toujours à cela, fi l’on ne change 
pas les fignes. 
261. 

Mais il arrive fouvent que les fommes 
trouvées de cette maniere peuvent fe ré- 
duire confidérablement.: favoit , quand 
deux ou plufeurs termes fe détruifent les 
uns les autres. Par exemple, fi l'on ren- 
contre dans une même fomme les termes 
ma—a ou 3a—4a-a; où bien quand 
on peut réduire deux ou plufieurs termes 
en un feul. Voici des exemples de cette 
feconde réduétion : 


D'ALGE BR RSE; 197 
za aşa; 7—3 b= 4h; 
—6cHroc—+4c; 
-764b = 6b; 
Lee AE ESA 
36 5-4 2 —6b. 
On peut donc abréger toutes les fois que 


Sa—8a——3e; 


24—$a—a—— 20 ; 


deux ou plufieurs termes font entiérement 
les mêmes quant aux lettres. Mais il ne 
faut pas confondre ces cas avec ceux - ci 
2aa—-3a, ou 20?—bh*; ceux de cette 
efpece ne fouffrent point de réduétion. 


9 9 


Confidérons encore quelques exemples 
de réduéHion ; le füivant nous conduira 
d’abord à une véritétr il ppofez qu'il 
faille ajouter enfemble les formules a-}-5 

donne aba}; 
& b—b—0o; la fomme 
eft donc 2a; par c 
enfemble la fomme de deux nombres (44-b) 


& a—b ; notre re 
or a—a—2a 


quent fi l’on ajoute 


& leur différence (a-—#) , on obtient le 


double du plus grand de ces deux nombres. 


EzÉMENSs 
Voici encore d’autres exemples: 
a —2aab+ 2akb 
aab- zabb—b? 
a—gzaab+4abb—b’. 


CHAPITRE 
e la Souflrailion des Quansités complexes. 
Lo } ? 
203. 


er la fouftraëtion, 


enferme chaque formule entre deux 


, en joignant par le fine — la 
formule qui doit être fouftraite à celle dont 
il faut la foûftraire, 
Enfouftrayant, par exemple, la formule 
d—e-f de la formule a—#-c, on trouve 
refte 
(a bte) (d— etf); 
& cette façon de l'indiquer donne fufifam- 
à connoître laquelle des deux for- 
mules doit être fouftraite de l’autre, 
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264. 


TS 5 
de a une quantité négative HE BE TON o 
tient ab; parce quiôter à quelqu ui 

i que 
dette eft autant que lui donner quelque 
chofe. 


265. 


Suppofons maintenant qu'il's'agifle de 
fouftraire de la formule a—c la formule 
b—d, on Ôtera d'abord b; ce qui donne 
a—c—b: or étoit ôter la quantité d de 
trop, puifqu’il ne falloit fouftraireque &—4; 
il faudra donc reltituer la valeur de d5 
& on aura 

a—c—b+d; 
d'où il eft évident qu'il faut changer les 
fignes des termes de la formule à fout 
N iv 
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& les joindre avec ces fignes contraires aux 
termes de l’autre formule. 


266. 


Il eft donc facile, moyennant cette regle; 


de faire la fouftra&tion , puifqu’on ne fait 
qu'écrire , telle qu'elle eft, la formule de 
laquelle il faut fouftraire , & que l’autre 
s'y joint fans autre changement que celui 
des fignes. C’eft ainf que dans le premier 
exemple, où il s'agifloit de fouftraire de 
a—b+-c la, formule d—e+f, où obtient 
a- bc —d+e —f. 

Un exemple en nombres rendra cela 
encore plus clair. Si on fouffrait la formule 
6— 244 de 9—32, on obtient 

Sat 6e, 
cela eft évident; car 9 28 ; de 
même 6 —2}4=8; or 8—8—0, 


267. 


La fouftra@tion n'étant donc fujette à 
aucune difficulté, il ne refte qu'à faire 
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remarquer que fi dans le refte il fe trouve 
deux ou plufieurs térmes tout-à-fait fem- 
blables quant aux lettres, ce refte peut fe 
réduire à une expreffion plus abrégée, 
fuivant les mêmes regles que nous avons 
données pour les fommes dans l'addition. 


268. 


Qu'on ait à fouftraire de a-B,.ou de 
la fomme de deux quantités, leur différence 
a—b, on aura d’abord a-b— abs; or 

a =2b ; le refte cherché 
€ft donc 24, c'eft-à-dire le double de la 
plus petite des deux quantités. 


269. 


Les exemples fuivans tiendront lieu 
d'éclairciflemens ultérieurs : 

aa—-ab+-68 | 3a—4b+5c 
Bb ab—aa | 224 4c—6a 


6b- o. 


=] 
248. `|9a 


CH APR I IE 


Tasa neft quefti 
fimplement une tell 


mules qui doi tre. multipliées enfer 
] 


} Ra á k et Fr, s nb 
ble , & on les joint les unes aux ‘autre 


quelquefois fans aucun figne, q 


en mettant un point ou le 


deux. Par exempl, pour indiq 


ži 
TE AD 
par l'autre, on éctit 
\o vla 
) ou (a— X (det f). 
beaucoup de cette façon d’in- 
diquer les pr s parce qu’elle. donne 


e quels fafteurs 
PAi 
iais pour montrer comment on doit s'y 


rendre pour faire une multiplication e£ 


rons d’abord que 


ELÉMENS 


272. 

Nous avons fuppofé tout-à-l'heure que 
d étoit un nombre pofitif; mais fi c’eft par 
un nombre négatif comme —e, que la 
multiplication doit fe faire , il faut fe rap- 
peller la regle que nous avons donnée plus 
haut, que deux fignes contraires multipliés 
enfemble font — , & que deux fignes égaux 
donnent . On aura donc: 


—ae+ bete. 
273: 


Pour faire voir à préfent comment une 
formule, comme 4, qu’elle foit fimple ou 
complexe, doit être multipliée par une 
formule complexe d—e ; nous confidére- 
rons d’abord un exemple en nombres or- 
dinaires, en fuppofant que 4 doive être 
multiplié par 7—3. Or il eft évident que 
c’eft ici le quadruple de 4 qu'on demande ; 
car fi l’on prend d’abord 4 fept fois , il fau- 
dra fouftraire enfuite Æ pris trois fois, 
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En général donc s'il s’agit de multiplier 
par d—e, on multipliera la formule 4 
d’abord par d &enfüite pare, & on fouf- 
traira ce dernier produit du premier; d’où 
réfulte dA—e À, 

Suppofons maintenant 4—a—?, & que 
c'eft cette quantité-ci qu'il faut multiplier 
par d—e ; nous aurons 

dA—=ad—bd 
eA—ae—be} 


donc le prod. cherc. =ad—bd—a ebe. 


274. 

Puifque nous connoiflons donc le pro- 
duit (a—b).(d—e), & que nous n'avons 
pas lieu de douter de fa juftefle, nous nous 
remettrons le même exemple de multipli- 
cation fous les yeux, fous la forme que 
voici: 

a—b 
d—e 


ad- bd aekbe, 
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Ilnous fait voir qu'il faut multiplier chaque 


terme de la formule érieure par chaque 
terme de la formule inférieure, & que pour 
ce qui regarde les fignes il faut obferver 

tement la regle donnée plus haut ; regle 
qui fe confirmeroit par-là- entiérement, fi 
elle avoit pu être révoquéeen doute le 
moins. du monde. 


Il fera facile , d’aprèsicette regle, de 
calculer l'exemple fuivant, qui eft de mul- 
tiplier «8 par a 


ab 


le produit fera = 


On fait qu’on peut fubftituer pour a & å 
des nombres déterminés à volonté ; 
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que nous venons de donner ; 

ze que voici: le produit 

deux nombres multipliée 

différence eft égal à la différence 

des quarrés de ces nombres, On pa t ex- 


primer cette vérité en cette maniere 

Faxa) 

Et on en is cette autre vérité : 
y 


—=aa—bb, 


la différence de deux nombres qua 


irtés eft 
toujours un produit, & divifible tant Z 
nce des racir 
e par confe 
le di quarrés 1 


peut jamais être un nombre premier. 


ues autres exem- 


IL. )4aa—6ao 


2a-| 
8a?—] 2aa- Hi 18a 
FHrzea—i8a 
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IL) 3aa— 2ab —bb 


2a— 4b 


gasa 4aab—2abb 
—1 2aab+ 8abb{-4 -4b 


6a 1 Gaab+-Gabb+4b - 


IV.) aa-}-2ab —+20b 


aa—2ab bb 


a‘ 20h} aabb 


—2a’b—qaabb— gabs 


Hzaabb--4ab’ +40 


at +48 . 


V.) zaa—3ab: —4bb 
3aa—2zab -bh 


6a*—ga’h —1 2aabb 
— 40 b ue ab? 
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VL) 
aa+bb +cc—abacbe 
a+b 4c 


a+ abb+acc—aabnac—abe 
—abb=acc+aab#aac—abe -b° 4bccbbe 
—abe —bec+bbetc3 


a —3abc+b} te, 
278. 

Lorfqu'on a plus de deux formules à 
multiplier enfemble, on comprendra fans 
doute qu'après en avoir multiplié deux l’une 
par l'autre, il faut enfüite multiplier ce 
produit par une de celles qui reftent, & 
ainfi de fuite; & qu'il eft indifférent quel 
ordre on fuive dans ces multiplications. 
Qu'on fe propofe, par exemple, de trou- 
Ver la valeur du produit füuivant compofé 
de quatre faéteurs : 

I. IL III, IV. 


(a+) (aa abb) ( (a—b) (aa—ab- +50), 
Tome 1. O 
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on multipliera d’abord les fa&teurs I& I: 
II. aa-}ab-}-bb 


I. a+b 


a? —aababb 
—aab+abb+b z 


Après cela on multipliera les faéteurs 
I & IV: 
IV. aa—ab-4-bh 
II. a 


z a? —aab-abb 


—aa b-abb—h À 


HI. IV. a? —20ab2abb b’ . 

Il refte donc à multiplier le premier pro- 
duirI, H, par ce fecond produit IHI, IV: 
a’-pzaab-+-z2abb-+b* 1. I. 

a’ —2aab+2abb—h III. IV, 


45420 b42a" bb b 
—24 b4a" bb—4a5 b —3aab* 
+2" bb+4a D aabt+3ab" 
— à h—2aab"—2ab 56 


a=b", 


Et ceci eft le produit cherché, 
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279. 

Reprenons le même exemple, mais chan- 
geons-en l’ordre , en multipliant d’abord 
les formules I & III, & enfüite les formu- 


les II & IV: 


aa-bab 
—ab—bh 


UPPER 


II. aaah +22 
IV. aa—ab +b 


ea 


—a’ b—aabb—ab’ 
—aabb abs -+ 
11V = a'f aabb- b", x 
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Multipliant enfin ces deux produits I, IL 
& IL, IV: 
II, IV. =at -aabb 
T I. =4a—bh 
ee 
—a*bb—zaab*— bs 


ona af—p6, 


qui eft le produit cherché, 


280. 

Nous ferons ce calcul encore dans un 
autre ordre, en multipliant d’abord la 1.° 
formule par la IV, & enfuite la IL par 
la II. 

LV. aa—ab Bb 
L «+8 
a —aab+ab 
aab— abb-4-b? 
LIV. = a-b, 
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I. aa+-ab +66 
III. a—b 
a? —-aababl 
—aab—abb—}? 
HT: 02, 
Il refteà multiplier les produits I, IV 
CET I 
L IV. = a +85 
IDE à 
aa b? 


— ab 56 


& Pon trouve encore as— 4s, 
281. 


Il eft à propos d'éclaircir cet exemple 
par une application numérique. Faifons 
a—3 & b=2, nous aurons a Hp 
a—b=1 ; de plus, aa=ọ , ab==6, bi=4. 
Donc aa--ab-bb=19 & aa—ab-t-bb=&y. 
Donc on demande le produit de 5.19117, 
qui eft 665. 

O iij 
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Or af—729 & b°=64, par confé- 
5 b6— 665 5 
comme nous venons de le dire. 


quent le produit cherché a 


CHAPAT RESEV: 


De la Divifion des Quantités complexes. 

82. 
Cons on ne veut qu'indiquer la di- 
vion, on fe fert ou de la marque ordi- 
naire des frations, qui eft d'écrire le dé- 
no teur fous le numérateur, & en les 
féparant par un trait; ou bien de deux 
crochets qui renferment chaque formule, 
& en mettant deux points entre le divi- 
{eur & le dividende, S'il eft queftion , par 
exemple, de divifer RE per ns on 


a+ 


indique le quotient ainfi, , fuivant la 


c4 


b): (e44), fuivant la feconde. L'une 
Paure expreflion fe prononce g-44 


diy ifé par cd, 


premiere maniere ; & as cette façon, 
| 

Ca 

a 

& 
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283. 

git de div une formule com- 
pofée par une formule fimple , on divife 
chaque terme féparément. Par exemple: 
Ga—8b+-4c divifé par 2 fait za—4h-}2c 
& (aa—2ab):(a)=a— 26. De même 
(@ 2aab+-3abb}(a)—=aa—2ab-35b $ 
(aaab=Gaacf-8abc):(2a)—2ab—3act-4bc; 
(oaabc—12abbc-H1sabcc):(3abc)=3a—4b+se 
&c. 

284. 

S'il arrive qu’un des termes du dividende 
ne {oit pas divifible par le divifeur , on in- 
dique le quotient par une fraétion, comme 
fous la divifon de ab pare, qui donne 
1-+-. De même 
Être PEUR +. 

Par la même raifon , fi Pon divife 24h 
par 2, on obtient a}; & on peut re- 
marquer à cette occafion qu'on pouezo 
écrire = à: au lieu de , parce que Ż fois & 

O iv 
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eft autant que À. Pareillement teft autant 
que ;, & 7 autant que z2, &c. 

285. 

) 

Mais quand le divifeur eft lui-même une 
quantité complexe, la divifion a plus de 
difficultés. Souvent elle a lieu où on s’en 
doute le moins; maïs lorfqu’elle ne peut 
fe faire, il faut fe contenter d'indiquer le 
quotient par-une-fraétion, de la maniere 
que nous avons dit. Nous commencerons 
par confidérer quelques cas où la divifion 
efedtive réuflir. 

286. 


Suppofons qu'il s’agifle de divifer le di- 
vidende ac—bc par le divifeuria—p, il 
faut donc que le quotient foit tel qwétant 
multiplié par le divifeur «—h, on obtienne 
le dividende ac—bc. Or on voit aifément 
que ce quotient doit renfermer un c , puif- 
que fans cela on ne pourroit obtenir ac. 
Afin donc de voir fic eft le quotiententier, 
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on n’a qu'à le multiplier par le divifeur, 
& voir fi cette multiplication Produit le 
dividende en entier, ou fi elle n’en donne 
-qu'une partie. Dans notre cas, finous mul- 
tiplions a—P par c, nous avons ac—bc qui 


eft en effet le dividende même; de forte 


et 
que c eft le quotient complet. Ilmet pas 


moins clair que 
(ac-tab):(a4+-b)=a; (Gaa—2ab):(3a-2b)=a ; 


(Gaa—oab):(2a—30)—3a, &é. 


287. 

On ñe peut manquer de cette maniere 
de trouver une partie du quotient; fi donc 
ce qu'on a vu multiplié par le divifeur, 
wépuife pas encore -le dividende , on ne 
qu'à divifer le réfidu encore par le divi 
pour obtenir une feconde partie du quo- 
tient; & l’on continuera de la même ma- 
niere jufqu'à ce qu'on ait trouvé le quotient 
en entier, 

Divifons , afin de donner un exemple, 


aa 3ab26h par ab; il eft'clair en 
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premier lieu que le quotient contiendra le 
terme a, puifque, fi cela nétoit pas, on 
n’obtiendroit point aa, Or en multipliant le 
divifeur a-b par a, il provient aa-}ab ; 
laquelle quantité étant fouftraite du divi- 
dende, laife un reke 2ab+-26b. Ce refte, 
il faut aufi le divifer par ab ; & il faute 
aux yeux que le quotient de.cette divifion 
doit contenir le terme 24. Or 2b multiplié 
par a-}-b fait.exaétement 24+-26b ; par 
conféquent a2% eft ce quotient cherché 
qui, multiplié par le divifeur a-}5 , doit 


F 
produire le dividende aa ab+2b5.Voict 


route l'opéra! 


On fe facilite cette opérationten faifant 
choix d'un des termes du divifeur pouf 
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l'écrire le premier, & pour ranger enfuite 
les termes du dividende, en commençant 
par les plus hautestpuiflances de ce premier 
terme du divifeur. Ce terme étoit a dans 
l'exemple précédent. Les exemples fuivans 
rendront la chofe encore plus claire: 


(aa—2ab+-b5 


ELEMENS 
3a—2b) 18aa— Sbb(6a+-4b 


18aa—r12ab 
-H1 2ab—8bh 
H1 2ab—8b5 


O. 


at- b) g- F2 Caa—ab+-bb 
@-Haab 
ab 
—aab—abh 
Jabbi" 
Habb? 


©. 


2a—b) 8a°—# (4aa-k-2ab-bh 
8a —yaab 


-+ 4aab—b? 
-4aab—2zabb 


-Habb — i? 
-Fzabb—i’ 
au 
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aa—zab-}bb) at—4 Gaabb— ab +5 
aa—zab-}bb) a—2ab+- aabb 


ts aabb— gab? 


—20/b-4aabb—2ab? 


F cabb ab +5 
+ aabb — ab 


O. 


aa—zab+4bb) a*+4aabb+1 6b* 
aa+2ab+4bl) 20h +4aabh 
~ Haah +166 
+2ab —4aabb+8ab? 
+4aabb—8ai? 4-164 
Fyaabb—8ab +168 
0. 


aa—zab+2bb) a°+-4b* 
a+ 2ab4-20P) a*—2ab+2aabh 
CRAN zaabb+4b* 


t2ahb—gaabb+4ab’ 


+2aabb— 4ab +484 
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1—2xH xx) 1—gxp iore 10% + xt) 
1-3843 xx-a) 1—2x xx 
—3x+gxx— rox? 
—3x+6 
+3xx— 72 +52 
xx 6x3+3xt 


— Spar 


Le 


CHAP EIER EVE 


De la Réfolution des Fraëlions en des fuites 
infinies (*). 


289. 
Qao le dividende neft pas divifible 


par le divifeur, le quotient s'exprime, 


comme nous lavons déjà dit, par une 
fraétion. 
(©) La théorie des féries eft une des plus importantes dé 


toutes les Mathématiques. Les féries dont il ett queftio 
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C'eft ainfi que fi l'on doit divifer 1 par 


Cela rem- 


a 


1—a, on obtient la fraétion = 
pêche pas cependant qu'on ne puiffe en- 
treprendre la divifion fuivant les regles que 
nous avons données, & qu'on ne puifle la 
continuer aufh loin qu'on veut, On ne laif- 
fera pas de trouver le vrai quotient, quoi- 
que fous des formes différentes. 


290. 


er, divifons réellement le 
dividende 1 par le divifeur 1—4, comme 
on va voir: 


Pour le prouver 


dans ce chapitre , ontété trouvées par Mercaror au milieu 
du fiecle pañlé , & Newton trouva bientôt après celles 
qui dérivent de le ion nes, & dont il fera 
queftion aŭ chapitre xix. Cette théorie a reçu enfuite un 
nouveau degré de perfeétion de plufeurs autres Géo- 
metres diflingués. Les Œuvres de Jacques Bernoulli & 
la feconde partie du Calcul différentiel de M. Euler, font 
les ouvrages où l'on pourra le mieux s'inftruire fur ces 
matieres. On trouvera aufli dans les Mémoires de Berlin 
pour 1768, une nouvelle méthode de M. de la Grange 
Pour réfoudre, par le moyen des fuites infinies, toutes 


les équations littérales de quelque degré qu'elles foient, 


réfidu — aa. 
Pour trouver encore un plus grand nom- 
bre de formes, on wa qu'à continuer en 


divifant aa par 1—4: 


3 5 3 
1—a) aa (aa enfuite 1—a) à (d 


at 
1-4 
3 
aa-a 
SRA 


a 


& puis 1— a) a 


z Er 

Nous voyons par là que la fraétion ===> 
peut fe mettre fous toutes les formes. qui 
fuivent: 


L)i+ I r-a- 


DAÅALGEBËRE; 
I.) 14abaat Le 
IV.) Ia a a + @ + 
V.) :- 


Or en confidérant la premiere de ceś 
formules, qui eft 1 +, &en faifant 
attention que 1 eft autant que —*, nous 
avons 


I ER 


7 7: 
Si on fuit le même procédé pour la fe- 


conde formule 144, c’eft-à-dire que 
Pon réduife la partie des entiers 1-}a au 
même dénominateur 1—2 , on aura +, à 
quoi fi l’on ajoute + 
c'eft-à-dire —-. 

Dans la 3°. formule 1a-aa-t- 


les entiers , réduits au dénomihateur 1- 


D 
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font en effet égales en valeur à la fraétion 


Cela étant on poires aller plus loin & 


aufi loin qu'on voudra , fans avoir befoin 


de calculer davantage. g5 aura pE 
-a pa 


; ou bien on pourroit continuer 


re, & même fans jamais finir. C'eft 
dire que la fraction pro- 


pofée a été réfolue en une fuite infinie, 


laquelle eft, i ekda etat ae 
| ee a +0 J 


EE Et on eft très 
la valeur de cette férie infir 


que celle de la fraëtion = 


nn? 


RE 
Ce que nous venons de dire peut, au 
premier abord , paroître étonnant; mais l4 
confidération de quelques cas particuliers 


le fera comprendre aifément, 


D'À L:GVE B:RVE, 
Suppofons. premiérement 
jufq 
scai TEE 
quelle eile doit 
nous, ayons re 
un nombre ini 


firme.donc icid? i lé 
me- donc 1Cc1 d'une manieresélégante 
i © 


-15 ce qui 

coup d'œil femblera abfurde.. 1 
remarquer que fi lon veut.s’arrêter à 
que terme de la férie fufdite, on ne ; 


arrêter à sa ; il faudra, apr 
, ap 


4 4-8: SRE 


ie fon çontinuoit fans cefle la-fuite 
uite 
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ï ne feroit à la vérité“ plus queftion de 
la fraétion, mais aufi on ne s'arréteroit 
jam 

294. 

Voilà donc des confidérations nécefai- 
res, quand on prend pour a des nombres 
plus grands que l'unité. Mais fi l'on fuppofe 
a plus petit que 1 , tout devient plus facile 
à concevoir. 

Soit, par exemple, a=}; on aura 

=, ce qui fera épal à la férie 
fuivante: Et 
&c. à l'infini. Or fi l'on prend deux termes 
feulement de cette fuite, on ar ++, & 
il s'en faut de = qu'elle ne foit égale à=-=2: 
Si on prend trois termes , il s'en faut en- 
core de ë ; car la fomme-eft r 4: Si lon 
prend-quatre termes on a 1 7, & il ne man- 
que plus queg. On voit donc que plus 
on prend de termes, & plus la différence 
devient petite, 8: que par conféquent fi 
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on continue à l'infini, il n’y aura 


fuite & la valeur-2 de [a fraétion =. 


4 


295: 


Soit a—+ ; notre fraétion = fera — 


1 PAR 7 
= 1}, à quoi fe réduit par confé 


la fit EEL pi fr] 
at eae S T 
qu'à l'infini. 
Quand on prend deux térmes on ¿ 
re TES R 
& il manquez. Si vous prenez trois 
mes, vous avez 159 & il manquer: 
1 
ARE 
core ige Frenez quatre termes, VOUS c 
LR ; 
rEZ r a ence eft. = i 


que l'erre 


r 
l 


moindrè , il faut bien qu'à lafin elle s'éva- 
nouïfle. 
296. 


Suppofons a=}$; nous aurons = = 


= 3, &la fuite 1 +24 


p 


t22, l'erreur eft de; prènant quatré 


res on a 22, & l'erreur eft encore 


Les deux premiers termes 
z d'erreur; & prenant un ter- 
+ , C'eft-à-dire feule- 
ment d'erreur. 


2938. 


e maniere réfoudre 
(érie infinie | tion — , en divifant 
 numérateur x par le déno- 


minatéur 1-4, comme on va voir: 


d’où il fuit que 
la fuite, 


1—a aa —0 


Si l'on pofe a—1, on a 
raifon remarquable : 


de contradiétoire ; car fi on s'arrête à —1, 
P iv 
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la férie donne o; & fi on finit par +1 ; 
elle donne 1. Mais c’eft-là précifément ce 
qui tranche le nœud; car puifqu’on doit 
continuer jufqu’à l'infini fans s'arrêter jamais 
ni à —1, nà—r, il eft clair que la 
fomme ne peut être ni o ni 1, & qu'il faut 
que ce réfultat final tienne un milieu entre 


ces deux, & qu'il foir =. 
300. 


Failons à préfent «==, notre fra@tion 


I 


fera 141 =+}, laquelle doit donc exprimer 


b 
la valeur de la férie 1— 

ro &c. à l'infini. Si l'on ne prend de 
cette Krie que les deux premiers termes, 
on aş, ce qui eft trop peu dei. Si Pon 
prend trois- termes, on a : > ce qui eft trop 
de = Si l'on prend quatre termes, on a 


5 ; LDA 
g: Ce qui eft trop peu de F &ec, 
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301. 


Suppofons encore a: notre fra&tion 


r 
Rrap 
3 


2, & c'eft à quoi doit fe 
réduire la férie 1—2 + 

i Or en confidérant 

nt deux termes on a ; Ceft trop 

Trois termes fontz, c’eit trop 

der. Quatre termes font? , c’eit trop peu 
, & ainfi de fuite, 
302. 

La fra&tion = peut fe réfoudre encore 

d’une autre maniere ; favoir en divifant 1 


par «1, comme il fuit: 


1 
29 
2 


fe a—2, 


t 


aniere femblable qu’on 
‘ralement en une fuite 
;, On aura 


s Ce 


Par conféquent notre fraction zx eft gë 


le à la fuite infi 


——+#, &c, Qu'on faffe a—1, on aura la 
a’ 


MENS 
d’où l’on voit qu'on peut comparer <; avec 
bc 


— &c. jufqu’à Fin- 


a 


la férie © —- 
z 
fini. 


Soi 


Rz 


© C—11, nous avons 


TL 
Si l'on ne confidere qu’un feul terme de 
cette fuite, on a, ce qui eft trop de 2 ; 


fi on prend deux termes, on a ©, c’eft trop 


1 


peu de + ; fi on prend trois termes ona 


100 
i 


c'eft trop de 
9 Å 
304. 

Quand il y a plus de deux termes dans 
le divifeur, on peut également continuer 
la divifion jufqu'à l'infini, de la même ma- 
niere. 

C’eft ainf que fi on propoloit la fra&tion 


da 3 


RD à CNE * 
la fuite infinie à laquelle elle eft 


égale, fe trouveroit comme il fuit: 
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(iama at+a+a, Bec. 


t1—a-+aa) I 


Nous avons, donc l'équation — 

Fama’ — at 

fans fin. Si nous faifons ici a—1 , nous 
avons 1—1-1—1—1- 

ir, &c, laquelle férie contient deux 
fois la férie trouvée plus haut 11-11 
+1, &c. or comme nous avons trouvé 
celle-ci =; , il neft pas étonnant que nous 
trouvions À ou1 pour la valeur. de. celle 


Que nous venons de-déterminer, 
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Qu'on fafle a=}, on aura l 


&c. 


Qu'on fuppofe a=}, onaura l'éq 


PR 
tionz 2 np 
Er ; T 
Si on prend les quatre premiers t 
cette fuite, 
moins que . 


ns encore a nous auro 


La méthode que 
à réfoudreigén ntitoutes les fraHos 


en fuites infinies -8c par là elle eft fouvent 


de la plus grande utilité. De plus il eft très- 
qu'une férie infinie, 
quoiqu'elle ne ceffe jamais, puifle avoir 


remarquable d'ailleur 
une valeur déterminée. Auf a-t-on tiré de 
ce fonds lesinventions les plus importantes, 
& cette marieremérite d'autant plus, qu’on 


létudie avec toute l'attention poñible. 


a il s’agit de trouver le-q 


d’une grandeur complexe, on n’a qu'à 


multiplier par nême , le produit fer: 
nuitpuer par -€ meme , le produt iera 
le quarré qu'on che 


Par exemple , le quarré de a“l-£ fe trouve 


240 ELÉMENS 


307: 

Ainfi quand la racine confifte en deux 
termes ajoutés enfemble , comme «+4, 
le quarré renferme, 1°. les quarrés de Fun 
& de l’autreterme,, favoir aa & bb; 2°. le 
double du produit des deux, favoir zab. 
De forte que la fomme aa-2ab+bb 
eft le quarré de a+-b. Soit, par exemple; 
a=io & b=; , c'eit-à dire qu'il foit quef- 
tion de trouver le quarré de 13, on aura 
100-6009 ou 169. 

308. 

On trouvera facilement, par le fecours 
de cette formule, les quarrés d’aflez grands 
nombres, en les partageant en deux parties: 
Pour trouver , par exemple ; le quarré de 
57, on confidérera que ce-nombre eff 
=—=50-7; d'où l’on conclut que fon quarré 
et — 25001-70049 3249. 

309. 

On voit aufi par là que le quarré de 
a1 fera aa-2a-1 : or puifque le quarré 

de 
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de a eft aa , on trouve donc le quatré de 


a-1 en ajoutant à celui-là 2a—1 ; & il faut 
remarquer que ce 2a-1 eft la fomme des 
deux racines « & ar. 

Ainfi comme le quarré de 10 eft 100; 
celui de 11 fera 10021. Le quarré de 
57 étant 3249, celuide $8 eft 3249-1 1 $ 
—3364. Le quatré de 5933641 17 
=3481 ; le quarré de G0— 3481119 
3600, &c. 


310. 


Le quarré d'une quantité complexe ; 
comme «4, s'indique de cette façon 
(a+). On a donc Cab) — aa 2108 
“86 ; d'où Pon déduit les équations fui- 
vantes : 

(a+ 1)? —aa+2a+1 ; (a+2) —ca+4a+4; 
(a+3)?—=2a+6a+9 ; (a+4) —aa+8a+16; 
&c. 

311. 


Si la racine eft «—4, le quatré en ef 
aa—2ab-6b, qui renferme par conféquent 


Tome 1, Q 


242 
auffi le quatré des deux termes, mais en 
forte qu'il faut en ôter le double du produit 
de ces deux termes. 

Soit, par exemple, a=10 & br, le 


= 100— 20-1 


quarré de 9 fe trouvera 


81. 


312. 


Puifque nous avons l'équation (a—2): 
=aa— 2ab-}-bb, nous aurons (a—1) 
H1. Le quarré de 4— 1 fe trouve 
donc en fouftrayant de aa la fomme des 
deux racines a & a—1, favoir 2a— 1. 
Soit, par exemple, a=50, en a da—=2 5 00 
& a—1=—49 ; donc 49°—2$500—09 
=2401. 
2172? 
> 12: 
Ce que nous avons dit peut auf fe con- 


firmer & s’éclaircir par des fra@tions. Car 


vai 7 3 3 2 ce : Ca 
fi Pon prend pour racine 1? (ce qui fait 


1) le quarré fera: 
à 


5, c'eft-à-dire r, 
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De plus le quarré de$ — $ (ou de À) 
feraj — 5 F 


3 14: 

Lorfque la racine eft d’un plus grand 
nombre de termes, la méthode de déter- 
miner le quarré eft la même. Voici, par 
exemple , comment on trouve le quarré 
de a-c: 

ab -+e 
ab +c 
aa+ab ac éc 
Hab +actibtbcetee 
aa 2ab—1ac+ bb Febe cc; 


on voit qu'il renferme d’abord le quarré de 


chaque terme de la racine , & outre cela 

les doubles produits de ces termes multi- 
F 

pliés deux à deux. 


315: 
Pour éclaircir ceci par un exemple, pat- 


tageons le nombre 256 en trois parties, 


Qi 
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200-506; fon quarré.fera donc com: 
pofé des parties fuivantes : 


65536, ce qui eft évidemment égal au 
produit:256.256. 


316. 


Quand quelques termes de la racine font 
négatifs, le quatré fe trouve encore par la 
même regle; mais il faut faire attention 
quels fignes on doit donner aux doubles 
produits. Ainfi le quarré de a—b—c étant 
aa-bbÆcc—2ab— 2ac+-26c, fi Pon re- 
préfentoit donc le nombre 256 par 300 
—40— 4, On auroit 
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Parties pofitives. Parties névari 
Le e, 

— 14000 

2400 


65536, quarré de 256 comme ci- 
deflus. 


GHAPITRE VIL 


De l’extraëion des Racines appliquée aux 
Quantités complexes. 


317: 


Si nous voulons donner une regle fure 
pour cette opération, il nous faut confi- 


dérer attentivement le quarré de la racine 
a+-b, qui éftiaat-2ab+6b, afin de voir 
comment on peutréciproquement parvenir 
à trouver la racine d’un quarré donné. Fai- 
fons donc les réflexions qui füivent. 


Q ij 


ELÉMENS 


318. 


D'abord comme le quarré aa2ab+3h 
eft compofé de plufeurs termes , il eft cer- 
tain que la racine aufli renfermera plus d’un 
terme; & que fi l'on écrit le quarré de 
maniere que les puiflances d’une des lettres, 
comme de a, aillent toujours en diminuant, 
le premier terme fera le quarré du premier 
terme.de la racine. Et. puif que dans notre 
cas, le pya terme. du quarré eft aa, 
il faut remier terme de la racine 
foit a: 

319. 

Ayant donc trouvé le premier terme de 
la racine, c'eft-à-dire'a , on confidérera le 
refte du quatré ; favoir iai > pour voir 
fi on pourra en tirer la feconde-partie de 
la racine, quieft. 2. Nous remarquerons ici 
que ce reflte;2ah+-58 peut être repréfenté 
par ce produit-ci, (24-4)4 Or-ce refte 
ayant donc deux faéteurs, 244-482, il 


D? 


eft clair qu'on trouvera ce 
; 5 “44 
eft la feconde partie de la re 


zab-}-bb par 


220. 
3 2€ 


fant le refte 


DE ue 
C’eft donc lesquotient de la divifion du 
refte fufdit-par 2a 


terme cherché de la racine. Or remarquons 


, qui et le fecond 


dans cette divifion que 24 eft le 
du premier te 

eft déjà déterminé. Auf, quoit 
terme foit encore inconnu, & q 
jufqu’à préfent laifler fa-place 
pouvons néa entrepr 
fion, puifqu'on n’y regarde qu'au premie 


auili-tot 


terme 2a. M 
le quotient , qui eft 

à la place vide, & 

la divifion complete. 

j io 


221 
>] 


Le calcul donc par lequel on trouve.la 


racine du quarré a4-=2eb+-bb, peut fe 
repréfenter de cette maniere: 


Q iv 


ÉMENS D'ALGEZR 
aa-1ab+5p (a+6 9PP—+24p9+#169q GpP+ 49 
aa 9PP 

2446] rats 6p+49 | 24p9 
rats 


Os 


322, 


On pourra de la même maniere trouver 
la racine quarrée d’autres formules com» 
pofées , pourvu qu'elles foient des quarrés; 
les exemples fuivans le feront voir: 

aa +6abt-obh (a34 


aa 


2a+3b H6ab-H ohh Quand après la divifion il refte un ré- 


GabLobs fidu, c'eft figne que la racine eft compofée 


oO. 


de plus de deux termes: Ce qu’on fait alors, 
c’eft de regarder les deux termes déjà trou- 


4aa — ab (2a—b vés comme faifant la premiere partie, & 
de tirer du réfidu la feconde partie, de 
la même maniere qu'on avoit trouvé le 
fecond terme de la racine. Les exemples 
fuivans rendront ce procédé plus clair, 
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aaab—1ac—21bc#4bb-cc(e4b—c | 


2ab—zac—zbe--bb-4-cc 


a —H2aLgaatratr (aapa i 
A 
2aa-a |—2a aa 
ra + aa 


2aa-b2a -Fi |4 zaa} za-+r 


| L 73 
2aa—2ab |—4ab+8ab? 


—4a b+gqaabb 


2aa—4ab —2bb = Jaabb+8ab 144b* 
— 4aabb--8ab? +46*, 


ÉMENS 


324. 
On déduit facilement de la regle que 
nous venons d’expofer , la méthode qu’en- 
feignentles livres d’Arithmétique pour lex- 
trattion de la racine quarrée. Voici quel- 
ques exemples en nombres : 

529123 

4 ‘| 
1 29 


99/80/01 |999 
81 
[e701 
1989|17901 
17901 
NOTE 


Less 
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a 


Mais lorfqu’après l'opération entiére il 
refte un réfidu, c’eft une marque que.le 
nombre propofé neft pas un quarré , & 
par conféquent qu'on ne peut pas enafligner 
la racine. On fe fert dans ces cas du figne 
radical que nous avons déjà employé plus 
haut ; on écrit ce figne devant la formule, 
& on met la formule elle-même entre deux 
crochets, ou fous un trait, C’eft ainfi que 
la racine quarrée de aabb Rs par 


V Caah) ; Où par 


Vo ou vi —xx, exprime la 
racine quarrée de 1+—xx. On peut aufi, 


; & que 


faire ufage de 
l'expofant rompu = +5 O0 indiquer, par exem- 
ple , la racine quarrée de aab par 


(aabb)? , ou par aahi, 


Aed 


FE 


au lieu de ce figne radical, 


ELÉMENS 
male 


CHASPAT RESNE 
Du Calcul des Quantités irrationnelles. 


326. 


Ea SQU'IL s'agit d'ajouter enfemble 
deux ou plufieurs formules irrationnelles , 
cela fe fait, fuivant la maniere prefcrite 
plus haut, en écrivant de fuite tous les 
termes chacun avec le figne qui lùi eft pro- 
pre. Er ce qu'il faut remarquer quant aux 
façons d’abréger, c’eft que, par exemple, 


au lieu de Va+Va on écrit zya > & que 
Va—y a, fait O, ces deux termes fe dé- 
truifant lun l’autre. C’eft ainfi que les for- 
mules 34y2 & 12 ajoutées enfem- 
ble, font 442z y2 ou 4Fvy8 ; que la 
fomme de sv 3 & de 4—V 3 , to; 
& que celle de 2 3 +3 V2 reed 


V3— V2 et 3 y3 ayz 
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La fouftraétion fe fait-de même très-fa- 
Cilement, vu qu’on n’a befoin que d'ajouter 
enfemble les nombres propofés, en prenant 
le contraire des fignes qui les affeétent: 
l'exemple füuivant le fera voir; nous foul- 
trairons le nombre inférieur du fupérieur. 


a= Vas sv tas 
1223556 


3—3V 24V 32V 5—2 6. 
328. 


On fe rappellera dans la multiplication 
que Va multiplié par Va fait a; & que 
fi les nombres qui fuivent le figne y font 


différens, comme a & b, ona Vab pour 


le produit de Va multiplié par yb. Il fera 


facile après cela de calculer les exemples 


Qui fuivent : 


Ce que nous avons dit regarde aufi les 


quantités imaginaire > On obfervera feu- 


lement encore que V -a multiplié par y- a 
fait — 

Si: s'agifloit de trouver le cube de 
rie 3, on prendroit le quarré de ce 
nombre , & on multiplieroit ce quarré en- 
core par le même nombre ; voici l'opé- 
ration : 


rt pe 
ES 
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3 30: 
Dans la divifion des quantités fourdes 


on n’a befoin que de mettre les quantités 
propofées en forme de fraétion ; celle-ci 
peut enfuite fe changer en une autre ex- 
preflion dont le dénominateur foit ration- 
nel. Car fi ce dénominateur eft, par exem- 
ple, a-y 4, & qu'onile multiplie de même 
que le nunérateur par a—y 2 , le nouveau 
dérniominateur fera aa—b, oùil ne fe trouvé 
Plus de figne radical. Suppofons qu'on pro: 
pofe de dvie 3+2 v2 par 1y z3 
nous aurons d’abord ? Multi n 
maintenant les deux tèrmes de la fra&tion 
par 1—y2 > nous aurons pour le numés 
rateur : 


Tome I 
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& pour le dénominateur: 


& fi nous multiplions encore les deux termes 
par -—1, noùs aurons pour le numérateur 
yat , & pour le dénominateur 4-r« 
Orileft facile de fe convaincre que y 2+1 
équivaut à la fr ; Ca 
2-1 étant multiplié par le divifeur 


1 V2 


3+avz 


a sofée 
on propoiee ARE 


ona 12/2 =3 
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Autre exemple: 8—5 y2 divifé par 


3—2V/2 fait SrA, Multipliant ces deux 


termes de la fraétion par 342v2 0na 


pour le numérateur 
= sv2 
3+ 2V2 
24—1 sV2 
+16 2—20 


24+ Eara VA 


& pour le dénominateur 


3—2V2 
ii 
9—6V2 
6y 2—4.2 
9—8 = +1. 
Par conféquent le quotient feroit 4/2. 
En voici la preuve: 


R ïj 


C'eft de la même maniere qu'on peut 
transformer de ces fraétions en d’autres, 
dont le dénominateur foit FrHéanel Si l'on 

, par exemple, la fraétion >, & que 
Pa en multiplie le numérateur a le dé- 
nominateur par $+2% /6 , on la transfor- 
mera en celle-ci, 5=2#£ =;+zy6. 


De même la fraétion - prend cette 


FES 
V5 


a 6 
forme, ES = 2> Et ESR devient 


Sae n Se 
332: 


On pourra de la même maniere faire 
difparoître peu à peu les radicaux du dé- 
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hominateur , quand il contient paneis 
termes, Soit propofée la fraétion- : 
on multipliera d’abord ces deux ice par 


Vio v2 +Vv3; 


Multipliant enfuite encore ce numér 
& ce dénominateur par $r2 2V6; ona 


sV roti y 29V 32v 60. 


CHAP TT RE=EX 


Des Cubes & de lextrađion des Racines 
cubiques. 


333- 


Lors trouver le cube d’une racine 
a+b, on ne fait que multiplier fon quarré 
aa-2ab4bb encore une fois par 4-4, 
aat-2ab bb 
at 


a ihoa 
-H aab42abb +3 
le cube fera = a- 3aab-F zabh Fb". 
R üj 


262 ELÉMENS 

Il renferme donc les cubes des deux 
parties de la racine, & outre cela encore 
3aab—3abb, quantité qui équivaut à 
(3ab):(a-b), c'eft-à-dire, au triple du 
produit des deux parties a & 8, multiplié 
par leur fomme, 

334. 

Ainf toutes les fois qu'une racine eft 
compofée de deux termes, il eft facile d'en 
trouver le cube d’après cette regle, Par 
exemple , le nombre ÿ=—3-}2 ; fon cube 
eft donc 27 18.$—125: 

Que 73—10 foit la racine; le cube 
fera 343-27-63. 10=1000. 

Pour trouver le cube de 36, on fuppo- 
fera la racine 36=3 0-6, & on aura pour 

Mb RL) 
le cube cherché, 270001-216;40.36 


ee | 5 

AA: È ? 2 7 
Mais fi c’eft au contraire le cube qui eft 
né, favoir a+} 3aab-t-zabb-+H5? , & 
qu'il s'agifle d’enttrouver la racine , on fera 


préalablement les remarques qui fuivent, 
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D'abord fi le cube eft ordonné fuivant 
les puiflances d’une lettre ; on reçonnoit 
facilement par le premier terme a’, le.pres 
mieriterme a de la racine, .puifque le cube 
en eft.& fi l'on fouftrait donc ce cube du 


ad 


cube propofé. on obtient le refte., 3 
-3abb86?, lequel.doit fournir le feconc 


terme. de la racine, 
336. 

Mais comme nous favons d'avance que 

ce fecond terme eft 2, il s’agit princi- 
? © £ 

alement devoir comment ife déduit du 
P 
refte fufdit: Or ce reftepeut être exprimé 
par deux faéteurs, comme (3aa--3a8 
HHA). GE) ; on lecdiv 
+ 3abbb, Celt le moyén d'obtenir la 

F 


donc par 34& 


feconde, partie de Ja racine, 4-4, qu'on 
demande; 

Mais comme ce d terme ne doit 
pas être fuppofé connu , le divifeur eft in- 
connu pareillement; cependant nous avons 

R iy 
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le premier terme de ce divifeur; & cela 
fufit; car il et 32a, c'eft-à-dire ; le triple 
du quarré du premier terme déjà trouvé , 
& moyennanticela il reft pas difficile de 
trouver aufli Vautre partie b, & de com- 
pléter enfuite le divifeur avant qu'on acheve 
la divifion. Il faudra pour cet effet joindre 
à gaa le triple du produit dés deux termes 
ou ab, &c b5 oule quarré du fecond terme 
de la racine, 


? 
333. 
Appliquons çe-que:nous:venons de dire 


à deux exemples ‘pour. d’autres-cubes 
donnés. 
1.) a ri 2a-48a-t-64 (+4 
ai 
gaapi zat r6 -Fi 200--48a-1-64 
| +1 2aa-48a64 


LA 


—6a-1 


à 
Si 
+ 
g 
à 
| 
4 
FX 
+ 
Š 
| 
> 
g 
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as 


3a — 6a’ aa 


6a 15e —204 


—Gai Hira — 8a? 


| 


1247 1 $aa—6a-r 
H 3at—1205 Lrÿaa—6a-}1 


| 


at =I 20 +1204+ 30 mbar 
3 | 
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339. 

L'explication que nous avons donnée fait 
le fondement de la regle ordinaire pour 
l'extraétion des racines cubiques des nom- 
le plan de l'opé- 
ration pour le nombre ue 

2'197 (to4-3— 


i 000. 


300[1 197 
90 

cas 

39911 197 


O; 


bres. Voici, par exemple , 


34 965 
27 pen 
re) 7 7 965 783 
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CHA PAT R E- X 
Des Puiffances pi 


s hautes des Quantirés 


viennent 


À PRÈS les quarrés & 


; 
des puiffances plus ha ou d'un plus 


rand nombre de degrés. On les indique 
g J 
| 


ar des expofans de la maniere que nous 
F 


avons expliquée plus haut ; il faut feule- 
ment obferver, quand la-racine eft com- 
plexe, de lenfermer entre deux paren- 

es. Ainfi ( CFA) fignifié que a} eft 
gré , & (a—b}s in- 


] TES É 
dique la fixieme puifflance de a—b, Nous 


au cinqui ieme d 


ferons voir dans ce chapitre le dévelop- 


pement de ces puiffances. 


AT. 
Soit donc a a racine ou la premiere 
Puflance, les puiflances plus hautes fe trou- 
veront pat la multiplication de la mar 


Qui fuit; 


a PE abh 
+ aab2abb 4-5, 
(CADET ES 


É3aab 3 abb +5 


a 


| 
a+-b 
+5 


3@b 3 aabb + ab? 
+ &b3aabb Lab + 5 


(CAS da b + Gaabb +-4ab +4 
ab 


aHgab -6a bb 4aab+ ab 
-+ ab Hya BB -Gaab? + 4al" 
IAA 

aA E eee 
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(ahy =a g atb4- rod bb- 10 aab° 
+ sat + 

a+b 
apsah- roa bhiod i 
-H5 aabt Jab 
+ abp sabb io PP 
pios. SUA 3 
(a+5y M6 pisa BbLaoc B 
Er saabt+ Gal 8, &c. 


3 42. 


2 


On trouve de même les puiffances de 
la racine a—%b , & on va voir qu'elles ne 
different des précédentes, qu’en ce que les 
termes 2°, 4°, 6°, &c. font affectés du 
figne moins : 

Gp) =a 


ab 


aa—ab 


-abh 
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(a—b) =aa— zab -Hbk 


a—b 


& aa abh 
— aab—arabb —}. 


(«—5} =a —3aab3ab D. 5 
a—b 
a 30 bF aabb abs 
-— œ b4-3aabb—3ab? pt, 
(CEE BL Gaabb—4ab +5 
a—b 


— dhbt ya bb—6aab? 
+4abt h, 
(a— b) =a —; af br 00 bb—1 oaab 
+ sabt—# 


a—b 


a°—$ a b-1 00" Bb—1 00 b? 
+ saabt4P 
— a b4 ça bb—1003 p3 
ioabt—s ab" -H5 
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(a) =a 60 Ba satbb—20a b 
x gaah" —6ab if, &e. 
Onvoit ici que toutes les puiflances im- 
paires de 3 reçoivent le figne —, tandis 
que les puiflances paires gardent le ffgne 
+. La raifon en eft évidente ; car puifque 
dans la racine fe trouve =; les puiflances 
de cette lettre monteront de cette maniere : 
p, LB, Bb, BE, —b, 55, &c. 
& il eft clair par là que les puiflances paires 
doivent être affe@tées du figne +, & les 


impaires du figne contraire —. 


343: 

Il fe préfenteiciune queftionimportante, 
Celt comment, fans continuer le calcul de 
la même maniere dans toutes les formes, 
On pourroit trouver toutes les puiflances 
tant de 4+-P, que de a—p*, Nous remar- 
Querons avant toutes chofes , que fi on eft 
lances de 
«+5, celles de a—b font tourestrouyées, 


En état d’affigner toutes les puif 


Puifqu'on n’a qu'à changer les fignes desy 
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termes pairs, c'eft-àdire du fecond, du 
quatrieme, dufixieme terme , &c. Le prin- 
cipal revient donc à établir, une regle, 
d’après laquelle toute puifflance de a4-b;, 
quelque haute qu’elle foit , puifle être dé- 
terminée fans qu'il foit néceflaire de faire 
le calcul pour toutes celles qui la précedente 


344: 

Or obfervons que fi dans les puiffances 
déterminées ci- déflus on. fait abftraétion 
des nombres qui précedent chaque:terme 
& qu'on nomme les coeficiens , il regne 
dans tous ces termes un ordre remarqua“ 
ble; d’abord on voit le premier terme 4 
de la racine élevé à la puiflance même 
qu'on demande ; dans les termes fuivans 
les puiflances de a diminuent continuelle- 
ment de l'unité, les puiflances de b augmen? 
tent d'autant ; de forte que la fomme des 
expofans de a & de 2 eft toujours la même 
& égale au nombre du-degré demandés 
&r à la fin fe trouve Leterme $ feul élevé à 
t4 


i83 
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la même puiflance: Si l'on demande donc 
la dixieme puiflance de a5, on eft sûr 
que les termes dégagés des coefficiens fe 
füivront dans l’ordre que voici: a'°, ab, 
abb, adb, asht, ab, n bsy anbos 


8 i 
abs ab ,\bies 


345. 
Il refte donc à faire voir comment on 
doit-déterminer les coefficiens qui appar- 


tiennent à ces termes , ou les nombres par 
lefquels il faut multiplier ces termes. Or 
quant au premier terme , fon coeficient eft 
toujours l'unité ; & quant ai fecond A 
fon coefficient eft conftamment lexpofant 
même de la puiffance ; mais pour ce qüi 
regarde les autres termes > il weft pas fi 
facile d’obferver un ordre dans leurs coef- 
ficiens. Cépendant fi Pon continue énéore 
ces coefliciens, onne laiflera pas d’apper- 
cevoir aufi une loi, moyennant laquelle 
On pourra aller aufli loin qu’on voudra. C’eft 
Ce que la table fuivante fera voir: 

Tome I, à 
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Lpuiff, coefficiens 1,1 


IL. ————— 1,2,1 


ea era S 
More TOL 
ME G OTSO 
VH 137521,35,35321,7;1 

270356,28,8,1 

IX. -1,9,36,84,1 26,1 26,84,36,9,1 
X:1,10,45:120,210,252,210,120,45; 1031 
&c. 

On voit donc que la dixieme puiffance 
de a--b fera: 
a 100845 a bb i 20472100 6b* 
25 zathi Le are Mr 
10h, 


346. 


Il faut remarquer à l'égard deices coef- 
ficiens , que pour ‘chaque puiffance leut 
fomme doit être égale au nombre 2 élevé 
à la même -puiflance. Qu'on fafle a —1 
& bi chaque-térme ; abftraétion faité 
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du coefficient, fera 15 par conféquent 
ce fera fimplement la fomme des coeffi- 
ciens qui indiquera la valeur de la puit 
fance ; cette fomme dans d'exemple pré- 
cédent eft 1024, & en effet (1+1):* 
= 2" =1024 

Ilen eft de même des autres puiflances ; 
on a pour la 

D en 

1242 , 
143-5182? , 
1444644162 * , 
iHsHio piots- H= 
141615420156 Hi6 

saf n 
147213535217 es 


128202 KG 


347: 


Une autre remarque à faire au fujet de 
ces coefficiens, c'elt qu'ils croiffent depuis 


le commencement jufqu'aumilieu, & qu'en- 
fuite: ils décroiflent dans le même ordre, 
S ij 
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Dans les puiffances paires le plus grand 
coefficient eft éxaétement au milieü ; mais 
dans les püiflances impaires , on voit deux 
coefliciens égaux & plus grands que les 
autres qui fe trouvent au milieu, & qui 
appartiénnent aux termes moyens, 
Quant à l'ordre de ces coefficiens , il 
mérite une attention particuliere} car c’eft 
dans cet ordre même qu'on trouve les 
moyens de les détérminer pour une puif 
fance quelconque , fans paffer par les pré- 
cédentes. Nous allons en donner la mé- 
thode, en en réfervant cependant la dé- 
monitration pour le chapitre fuivant. 


348. 
Pour trouver les Coefficiens d’une puif 
fance propofée, par exemple, la feptieme 
on écrira les fraétions qui fuivent l’une après 


l'autre : 
Dir A LE 2 ik 


19 29 3247 59 69 7° 
On voit dans cet arrangement que-les 


numérateurs commencent par l'expofant de 
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la puiffance qu'on demande, & qu'ils di- 
minuent fucceflivement de l'unité pendant 
que les dénominateurs fe fuivent dans l'or- 
dre naturel des nombres, 1,2, 3,4, &c. 
Or le premier coefficient étant toujours 1 
la premiere fraétion donne le fecond coef- 
ficient. Le produit des deux preMnieres frac- 
tions , multipliées l’une par l'autre , repré“ 
ferite le troifieme coefficient. Le produit 
des trois premieres fra&tions repréfente le 
quatrieme coefficient, & ainfi de fuite. 
Ainfi le premier coefficient —1 ; le fe- 
cond =2 =} ; le troïfieme —7 
le quatrieme 7.554; ; le cinquième 
ETONE SA 2ra 
1°2°3°4 123745 


= 21 ; le feptieme —21,5=—7; le huitie- 


— 335 LE fixième — 


me —7.5 =I. 


349: 


On a donc pour, la féconde puifance 
les deux fractions +4,id'où il s'enfuit.que 
le premier coefficient =i; le fecond =$ 

1 


=2; & le troifieme =2.;:—1« 


S üj 
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Lå troifieme puiflance fournit lés frac” 


pair] 


tions +. donc lè premier coeficient 


=i; lé fecond =? 3 ; le troffième —3 


1 
=" ; le Quatrième = 
On a pour la Fe puiffance ces 


fraétions-ci, 4.3.5.5; par conféquent le 
premier coefficient = 1 ; le fecond $=4; 
4 Lie 2 


letroifieme{ 3 6 le € quatrieme $. 


& le cinquieme 


4 
D 


Cette regle nous;procure donc-évidem- 
ment l'avantage de n'avoir pas befoin de 
connoître les coefliciéns précédens, & de 
trouver au contraire fur lè champ, pour 
une puiflance quelconque , les coefficiens 
qui lui font propres. 

Ainfi pour la dixieme puiffanceon écrira 
les fraëions 2, 2, 5, Js É ES 
5, moyénnant quoi l'on trouve 

lé premier: coefficrenti=1 ; 


le fecond =2=10; 
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troifieme —10.2— 


quatrieme =45: 5 120, 
cinquieme —1 
A 6 
fixieme = 2107 

a ne pe 
feptieme = 25 2.5 
huitieme = 210,4 
neuvieme = I %0. 
dixiemė = 45:3 =O, 


onzieme = LO, p= 


3 5j L. 

On peut auf écrire, ces fraëtions telles 
qu'elles font., fans en calculer_la valeur, 
& il eft facile de cette maniere d’écrire une 
puiflance quelconque, de -a-b , quelque 
haute qu'elle. foit. Cet aint que.la cen- 
tieme puiflance de ah fera LaxirA) 10e 
Dar +2 aby 2 ht” 7 
100. 99. 

i 


de cils quelles fra la loi des termes 


ab, &c. d'où ik eft aifé 


füivans. 
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CHAPIT R ESSR. 


De la permutation des Lettres, fur laquelle 


fe fonde la démonffration de la Regle 


précédente, 


352. 
Si on remonte à l’origine des coefficiens 
dont nous venons de nous occuper, on 
trouvera que chaque terme fe préfente au- 
tant de fois qu'il eft pofble de tranfpofer 
les lettres qui compofent ce terme; ou bien, 
pour nous exprimer d’une autre maniere, 
que le coefficient de chaque terme eft égal 
au nombre des permutations que fouffrent 
les lettres dont ce terme eft compofé. Dans 
la feconde puiffance , par exemple, le terme 
ab eit pris deux fois , c’eft-à-dire que fon 
coefficient eft 2 ; & on peut en effet 
changer doublement l’ordre des lettres qui 
compofent ce terme, puifqu'on peut écrire 
ab & ba; le terme aa au contraire ne fe 


| 
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préfente qu'une fois, parce que l’ordre des 
lettres ne peut fubir aucun changement ou 
permutation. Dans la troifieme puiffance 
de a-b , le terme aab peut s'écrire de trois 
manieres différentes, aab, aba, baa; aufi 
le coefficient eft-il 3. De même dans la 
quatrieme puiflance le terme a? ou aaab, 
admet les quatre difpofitions différentes, 
aaab, aaba, abaa, badas Cet pour- 
quoi fon coefficient eft 4 Leterme aabb 
fouffre fix permutations , aabb , abba , baba, 
abab , bbaa , baab , & fon coefficient eft 6. 
Il en'eft de même dans tousiles cas, : 


33- 


En effet fi l'on confidere que laquatrieme 
puiflance, par exemple , d’une racine quel- 
conque compofée même.de plus de deux 
termes, comme (a--4+-c+-d)t, fe trouve 
en multipliant ces quatre faéteurs , I. a-å 
cd ; IL abc dl; M. abcd; 
IV. a-hed; on pent voir aifément 
que chaque lettre du premier facteur doit 
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fe multiplier par chaque lettre du fecond, 
enfüuite par chaque lettre du troifieme , & 
enfin encore par chaque lettre du qua- 
trieme. 

Il faut donc-non-feulement que chaque 
terme foit compofé de quatre lettres, mais 
aufli qu'il fe préfente ou qu'il entre dans la 
fomme autant de fois que ces lettres peu- 
vent être difpofées différemment entr'elles , 
d’où provient enfuite fon coefficient. 

354 

Il importe donc beaucouprici de favoir 
de combien de manieres différentes un 
nombre donné de lettres peuvent être dif 
pofées entr'elles. Et il faudra dans cette re- 
cherche faire attention fur-toutfi les lettres 
dont il s’agit font les mêmes ou diverfess 
Quand elles font les mêmes; ibne peut y 
avoir de permutation , & c’eft auffi pour“ 
quoi les puiflances fimples , comme a? , a? 3 
at, &c. ont toutes l'unité pour coefficient. 
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3225 


Nous fuppoferons d'abord.toutes: les let- 
trés diverfes 3 & en commençant par le cas 
le plus fimple ; de deux lettres où 4, nous 


voyons que ce font évidemment deux tranf- 


pofitions: qui -peuvent avoir. lieu ;: favoir 
ab, ba. 

Si nous avons trois lettres, abc, à con- 
fidérer , nous remarquons, que chacune des 
trois pourroit prendre la premiere place, 
tandis que les deux autres admettroient 
deux permutations. Car fia eft la premiere 
lettre, on a.les.deux difpoñitions abc , acb; 
fi b eft à la premiere place , on a les dif- 
poftions bac , bca ; enfin fi c occupe la pre- 
miere:place,.on a de même deux difpo- 
fitions, favoir cab, cha: Et par conféquent 
le nombre total des-difpofitions eft 3.2—6. 

Si on a quatre lettres, abed, chacune 
peut occuper la premiere place; & dans 
chacun de ces cas les trois autres peuvent 
former fix difpofitions différentes, comme 


184 ELÉMENS 
nous venons de voir. Le nombre total des 
permutations eft donc 4.6=—=24=—4.3.2.1: 
Si on a cinq lettres, abcde, chacune 
des cinq pouvant également fe trouver la 
premiere , & les quatre autres fouffrir vingt. 
quatre permutations , il s'enfuit que le nom- 
bre total des permutations fera $.24=—120 
AT EE E 


356. 


Quelque grand par conféquent que foit 
le nombre des lettres, on voit affeż que, 
pourvu qu'elles foient toutes différentes, 
il eft facile de déterminer le nombre de 


toutes les permutations, & qu’on pourra 
faire ufage de la table fuivante: 
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Nombre des Lettres: Nombre des Permutations: 


24. 

——— 5.43.21 120. 

TEE E E 720. 

—— 7.6. 5.4.3.2-1 5040. 

— 8.7.6.5.4.3.2.1 403 20. 
9.8.7.6.5.4:3:2.1 362880. 

10.9.8.7.6.5.4:3.21 3628800. 


357: 

Mais comme nous l’avons infinué, les 
nombres de cette table ne peuvent s'em- 
ployer que dans les cas où toutes les lettres 
font différentes; car fi deux ou plufieurs 
d’entre elles font femblables, le nombre 
des permutations devient beaucoup moin- 
dre ; & fi toutes les lettres font les mêmes, 
on n’a qu'une feule difpofition. Nous allons 
donc voir comment les nombres de la table 
doivent être diminués fuivant le nombre 
des lettres femblables, 
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358. 

Quand deux lettres font données, & que 
ces lettres font les mêmes , les deux difpofi 
tions fe réduifent à une feule , & par confé- 
quent le nombre que.nous avions trouvé ci 
deffus fe réduit à la moitié, c'eft-à-dire qu'il 
faut le divifer par 2. Si onatrois lettres fem: 
blables, on voir fix permutations fe réduire 
à une feule; d’où il fuit que lesnombres de 
la table doivent être divifés.par 6=—=3.2.1- 


Et par une raifon femblable, fi quatre ler 


tres font les mêmes , ïl faudra divifer les 
nombres trouvés par 24 Ou-par 4:3 2.1 800: 

Ji eft: donc facile: maintenant de déter 
miner , par exemple ,.de-combien de per 
mutations:les lettres ze abbceifont | fufcep 
tibles. Elles, font au nombre de fix , &cxpaf 
conféquent:fr.elles étoient.toutes différen” 
tes, elles admettroient 6.5:4:3:2+1 permu” 
tations. Mais puifque a fe-trouve trois f0 
dans ces lettres , il-faudra divifer ce nor” 
bre de permutations par 32.1 ; & puifqu® 
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ó fe rencontre deux fois, il faudra encore 
divifer par 2.1; le nombre des permuta- 
tions cherché feraidonc —$54%2 +, 4.3 
PENEN 
= 6o 


359. 


Il nous fera donc facile à préfent de dé- 
terminer les coefficiens de tous les termes 
d'une-puiflance quelconque. Nous en don- 
neronsun exemple fur la feptieme puiflance 
(a+) . 

Le- premier terme eft a”, quine fe ren- 
contre qu’une fois ; & comme tous les autres 
termes ont chacun fept. lettres, il. s'enfuit 
que le nombre de toutes les permutations 
pour chaque terme feroit 7.6.5.4.3.2.1 , fi 
toutes les lettres étoient diflemblables. Mais 
puifque dans le fecond terme af on trouve 
fix lettres femblables, il faudra divifer ce 
produit-là par 6.5.4.3.2:1, d'oùil fuitque le 
Coefficient ét =7% 1—7 

Dans le troifeme terme a'bbyon:trouvẹe 
cing fois larmême lettre a, & deux fois la 
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même lettre b ; il faut donc divifer ce nom“ 
bre d’abordipar $.4:3:2.1, & enfuite em 
core par 2.1; d’où réfulte le coeflicient 
76.543021 > 76 
Saga 12° | 

Le quatrieme terme a ‘b contient quatre 
fois la lettre a , & trois fois la lettre b; paf 
conféquent le nombre total des permuta- 
tions. de fept lettres ; doit être divifé en 
premier lieu par 4.3.2:1 , &ten fécond lieu 
par 3-2:15, ou get Tizi LA & le fecond coef- 
ficient devient =7 


pour le coefficient du cinquieme terme, & 
ainfi des autres; au moyen de quoi la reelé 
donnée plus haut fe trouve démontrée (*): 


(C) Souvent auffi on tire de la théorie des: Combina 
ons les regles qu'on vient de voir pour la déterminatiof 
des coefficiens des termes de la puiflance d’un binome# 
c'eft peut-être avec quelque avantage, parce que tout f 
rapporte alors à une feule formule. 

Pour indiquer d'abord en paflant la différence qui e% 
entre les permutations"&c les combinaifons, re: marquo 
que dans celles-là on demande de combien de ma aniere 
différentes, par exemple. les lettres qui compofentunf 


360* 
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360. 


Ces confidérations nous conduifent en> 
ĉore plus loin,;-& nous montrent aufi com- 
ment on doit trouver toutes les puiflances 


certaine formule peuvent changer de place, au lieu quë 
dans les combinaïfons on demande combien de fois ces 
lettres p 1 multipliées enfemble ung 
à une , deux à deux, trois à trois. 
Qu'on ait, par ezenn ; la formule abc; on a vu que 
les lettres qui la con t foufftent fix permutations y 
favoir abc, ach, cab, cha. Mais s'il s'agit des 
combinaifons , je dis que fi on prend ces trois lettres 
ùne à une, on d trois combinaïlons, favoir d, b & c. Que 
f on les prend deux À deux , on a les trois combinaïfons 
ab, ac & be. Enfin, que fi on prend ces trois lettres 
trois à trois, on a la feule combinaïfon abc. 

Or de même qu'on prouve que $ chofes différentes 
Admettent 1.2.3.4--$ permutations différentes, & que fi 
de ces 5 chofes il y-en à r égales ; le nombre des per 


futations eft ee 


2} on prouve aufli que $ chofés pew 
Vent fe prendre 7 àr, le nombre #57?" de fois} 
Où que de ces $ chofes on peut en prendre r d'autant 
de manieres différentes. Cela fait que f on nomme 5 
l'expofant de la puiffance à laquelle on veut élever lę 


Tome lı FẸ 
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des racines qui font compofées de plus de 
deux termes (*). Nous en ferons l’appli- 
cation à latroifieme puiflance de a4-b+-c, 
dont les termes doivent être formés de 


binome a-b, & r l'expofant de la lettre À dans un terme 


quelconque , c’eft toujours cette formule À 


qui exprime le coefficient de ce terme. Ainfi dans l'exem— 
ple de cet article 359 où $=7> on a pour le troïifieme 
terme abb, l'expofant r—2, & par conféquent le coef- 
ficient 

Pour le quatrieme terme on a r—3 & le coeficient 

& ainfi de fuite. Ce font, comme on yoit, les 
mêmes réfultats que, par les permutations. 

On a des traités complets & étendus fur la théorie des 
combinaifons, qu'on doit à Meflieurs Frenicle , de Mon- 
mort, Jacques Bernoulli , &c. Ces deux derniers ont ap= 
profondi cette théorie, relativement à fon grand ufage» 
dans le calcul des probabilités , calcul qui mériteroit bien 
qu'on en eût un traité élémentaire en françois, non“ 
feulement à caufe des nombreufes applications qu’on e 
fait aujourd’hui, mais auffi parce qu’il exerce l'efprit plus 
que tout autre, & de la maniere la plus agréable. 

(*) On nomme ces racines ou ces quantités compo 
fées de plus de deux termes, des polynomes , pour les 
diftinguer des binomes ou des quantités complexes à deu* 


termes, 
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toutes les combinaifons poffbles de trois 
lettres, & où chaque terme doit avoir pour 
coefficient, comme ci-deflus, le nombre 
de fes permutations. 

La tfoifieme puiffance de (a+-8+c)? 
fera, fans paffer par la multiplication, a? 
3aab- 3aac + zabh- babe + 3acc 44"! 
3bbc-3 bece”. 

Suppofons a=1, ä=1, 1 , le cube 
de 14-11, ou de 3, fera 
137334633327 
Ce réfultat eft jufte & confirme la regle. 

Si Pon avoit fuppofé a—1, b=1 & 
c—=--1, on auroit trouvé pour le cube 


de 1-Hi—1, c'eft-à-dire de 1 
tht statim 


E LÉ M.E NS 


CHAPITRE: XIIL 


Du Développement des Puiffances irration- 
nelles par des fuites infinies. 


361. 


Gors nous avons fait voir de quelle 
mänieré on doit trouver une puiffance quel- 
conque de la racine 4-}-b, quelque grand 
que foit lexpofant, nous fommes en état 
d'exprimer généralement la puiffance de 
a+-b, dont l'expofant feroit indéterminé. 
H'eft évident que fi on indique cet expofant 
par», on aura par la regle donnée plus 
haut-(art. 348 & fuiv.): 


(aby =a abp ar LE 
EN IAAT +s 


2 
362. 

Que fi on demandoit la même puiffance 
de la racine a—p, on ne feroit que changet 


D'ALGERBRE. 293 
les fignes du fecond , quatrieme , fixieme, 
&c. terme, & on auroit (a—à) 4 

RS ne CPE 
=a bia er. 


ET... ais b—, &c. 


213 4 
363. 

Ces formules font d’une utilité infigne; 
car elles fervent. aufli à exprimer, toutes 
les efpeces desradicaux. Wous avons fait 
voir que toutes les quantités irrationnelles 
peuvent fe mettre fous la forme de puif- 
ances dont les expofans font rompus 
E dont les expofans font ie 

z 3) t 4 £ 
que Vam Va Be ama, 
&c. on aura donc aufi 


V CHA; v (+= 
& Vahh = (a+), &e. 

C’eft pourquoi ; fi l'on. veut trouver la 
racine quarrée de ab, on n’a befoin que 
de fubftituer à l'expofant » la fraëtion à 
dans la formule générale de l'art. 364, & 


On aura d’abord pour les coefficiens ; 
T ij 


1) n-3 
"Va? as LT ave 


&ec. ou bien on pourra exprimer ces puif- 


fances de ade cette autre maniere: a" —y/a; 


Cela pofé, la racine quarrée de «à 
pourra s'exprimer de la maniere qui fuit: 


Vta+)= 
Vanne VE 


Q 


FR i 
7346 t 


i & 


Si donc a eft un nombre quarré , of 


pourra afigner la valeur de Ya, & p” 
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conféquent la racine quarrée de a+ pourra 
être exprimée par une fuite infinie fans au- 
cun figne radical. 


Soit, par exemple, a=cc, on aura 


b 
Va ; done VCcc-+6) TD UNE A 


C 

On voit par là qu'il neft aucun nom- 
bre dont on ne puiffe extraire la racine 
quarrée de la même maniere ; puifque tout 
nombre peut fe décompofer en deux par- 
ties, dont lune foit un quarré repréfenté 
par cc. Si on cherche, par exemple, la 
racine quarrée de 6, on fera 6— 442, 
par conféquent cc—4,c—2, =); p 


réfulte WE— 24H RL SE e 


z & 1024 
Si on vouloit ne prendre que les deux 
Premiers termes de cette fuite, on auroit 


T £ PE te 
2:—$, dont le quarré © eft de = plus 


grand que 6; mais fi on confidere trois 


7. 9 g 152 
termes on a 24 =$, dont le quarré $g 


SR encore de$ trop petit. 
T iv 
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366. 
5 


Puifque dans cet exemple £ approche 
béaucoup déjà de la valeur vraie de V6, 
fous “ere pour 6 la quantité équivas 


+ Ainfi cc 


lente 2 — 
4 


termes , nous trouvons 3 


r 
T3 . 3 =f; le quarré de 


cètre fraction étant #°, ne furpaffe que dé 


g i 
z le quarré de va 6, 


Faifant maintenant 6 = — da 


400 400 ? 
forte que c= & b= & ne pre 
nant encore que les deux rien termes, 

1 


r 
300 M 


4801 23049601, 
TT 1960 3841600 
Or 6 reduit au même dénominateur € 


: , dont le quarré et — 


= nes 3 l'erreur weft donc plus que de 
ï 


jR’ 
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367: 

On pourra de la même maniere expri- 
mer la racine -cubique de'a-H+b par une 
ferie infinie. Car puifque AGE +8) = (+0) ; 

i 


on aura dans la formule générale CR 


& pour les coefficiens, += 


Si donc a eft un cube, ou ac, on 


3 $ 51 
AV/a—c, & les fignes radicaux s'éva- 


Rouiront ; Car omåura 
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369. 

Voilà donc une formule, au moyen de 
laquelle on pourra trouver par approxima- 
tion, comme on dit, la racine cubique d’un 
nombre quelconque ; puifque tout nombre 
peut fe partager en deux parties, comme 
c +6, dont la premiere foit un cube. 

On voudroit, par exemple, détermine 
la racine cubique de 2 ;. on repréfenter 
2 par 141, de façon que c—1 & 4—1, 


3 
par conféquent V= — iHi, &cc 


les deux premiers termes de cette fuite font 


13=—#, dont le cube # eft trop grand 


. Qu'on fafle Jon 2=#—2, of 


aura re b=—=2 
110 

AA pE A 
cou z 

9 

2, dont le cubeïeft Far . Or? 


TE voilà 


>; & par conféquent 


Ces deux termes font 


n= 
— 14646 


= af l'erreur et 775 Es 
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Comment on pourra approcher toujours dą- 
Vantage, & d'autant plus vite qu'on pren- 
dra un plus grand nombre de termes (*). 


(*) M. Halley a donné dans les Tranfzélions philofo= 
Phiques de 1694 une méthode très-belle & très-générale 
Pour extraire par approximation les racines d'un degré 
uelconque. Monfieur Halley av qu'on a générale- 


Bent yr Eim = CT Egan mja" 


Ceux qui ne feront pas à portée de confulter les Tran- 
ions philofophiques , trouveront des éclairciflemens fur 
h formation & für les ufages de cette formule, dans la 
Nouvelle édition des Leçons élémentaires de Mathématiques 
de M.l Abbé de Za Caille , publiées par M. l'Abbé Marie, 


dr 
ex" a 
Fi st ik + 


a 


ELËÈMENS 


CEA PTIT R ESNIE 


Du Développement des Puifances négatives 


370. 


Nos avons fait voir plus haut quon 
peut exprimer = 5 i a™*; on peut donc de 
< par (a+b); de forte 
que la fraétion 2, peut être regardée com“ 
me une puiflance de a +4, c'eft-à-dire celle 


même exprimer -5 


dont l'expofant eft —1 ; & il s’enfuit de-là 
que la férie trouvée ci-deflus pour la vas 
leur de (a--6)" s'étend auffi à ce cas. 


3714 


È FES 
Puis donc que = fignifie autant qué 


CH", 


n=— nı; nous aurons d'abord pour Je 


fuppofons dans la formule cité? 


coefhciens : = ——1; 
1 
n=3 


4 


=— 1, &c. & enfuite pour Tas pui 
fances de a; 


SET 2 
Herr êcc. & c'eft 
a 
la même fuite que nous avons déjà trouvée 
Plus haut par la divifon. 


372: 


De plus + étant autant que (a+2)"* , 


(a 75 
téduifons aufli:cette formule en une fuite 
infinie. Il faudra pour cet effet fuppofer 
& nous aurons pour les coef- 


fciens d’ abord! Z 5 — 


l——2, 


"3 ——, &c. Nous obtenons 
a 


donc (a+b) >= 


A A 
He rt5 


a 


Continuons & fuppofons n= —3 , nous 
aurons une fuite qui exprimera la valeuf 


nee D ou de est 3, Les coefficient 


feront: ? ; ; = 
13 — 


i= 5, Ea & Eh puiflances de a def 


4 


viennent: a” 
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Faifons encore 7——4, nous aurons 


__A 
car 5 


c. & pour les puif- 


LEE EME 2 
Pour les coefficiens : T=}; 


n 
T 
SET 
4 


I 
fances: a' = 35 
a 


$ I : 
T3 — — c. d'où Pon tire: 


& b b 
=z t3 ia te &c. 


374. 


Les différens cas que nous venons de 
Confidérer nous mettent en état maintenant 
de conclure avec certitude qu'on aura gé- 
néralement pour une telle puiffance néga~ 
tive quelconque de Fe 
11 b 


LS 
Graer TARE 


3 
M mr À & 
n T? Ce 
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Et on peut, moyennant cette formule j 
transformer toutes ces efpecés de fractions 
en fuites infinies, en fubftituant même à 
m des fraétions, afin d'exprimer des for- 
mules irrationnelles. 


375: 


Pour éclaircir encore davantage cette 
matiere , nous joindrons ici les confidéra: 
tions qui fuivent. 

Nous avons trouvé : 

ij X p= A 
abus Fr zH mn. 
&c. 

Si nous multiplions donc cette fuite paf 


ab, il faut que-le-produit foit == 1: & 
cela fe trouve vrai, comme on va le voif» 
en effeétuant la multiplication: 


b? 
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b? 4‘ 8 
a Ts — &c 


a 


376. 
Nous avons trouvé aufi 
24 a 
-3 = rs x 
on multif ii ie donc cette faite i par (a+ 2 
il faut q 


Daip 


le plan de les 


? produit que la nature de Eee e igeoit, 
Tome l, V 
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377- 


Que fi Pon ne multiplioit que par a-+b 
1 

la férie trouvée pour la valeur de E 
ît à 


Fa! 

la frac- 

tion =z» ou fût égal à la férie trouvée ci- 
es : 

CRE 

——7 tH &c. à 


a 


il faudroit que le produit répond 


c'eft ce que la multiplication effeĉtive con- 
firmera. 
3 bb 


DA 1 GE B RE: 


A dr RU Sn US AA AS RS 
CPE PCHICDES ED 


SECTION TROISIEME. 
Des Rapports E des Proportions. 


ment 


CHAPITRE PREMIER. 


Du Rapport arithmérique , ou de la différence 


entre deux Nombres. 


378. 
‘SEA grandeurs font.ou. égales Pune 


À l'autre, ou elles ne le font pas. Dans ce 
dernier cas où l’une eft plus grande que 
l'autre >; on peut envifager leur inégalité 
fous deux points de vue différens ; on peut 
demander de combien une des quantités eft 
Plus grande que lautre? On peut auf: de~ 
Mander combien de fois l'une eft plus grande 
Je l'autre? Les déterminations qui for- 
Ment les réponfes à ces deux queftions y fa 
Vj 
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nomment toutes deux des rapports ou des 
raifons; on a coutume de nommer la pre- 
miere rapport arithmétique, & la feconde 
rapport géométrique fans cependant que 
ces dénominations ayent aucune liaifon 
avec la chofe même; c’eft arbitrairement 
qu’elles ont été adoptées. 


379: 

On s'imagine bien fans doute qu'il faut 
que les grandeurs dont nous parlons foient 
d’une même efpece, puifque fans cela on 
ne pourroit rien déterminer au fujet de leut 
égalité ou de leur'inégalité, Il froit ab- 
fürde, par exemple, de demander fi deux 
livres &'trois aunesfont des quantités éga 
les > Celt pourquoi:dans ce qui va fuivrê 
iline peut -être queftion que de quantités 
d’üne même efpece; & comme elles peu 
vent toujours être aflignées en nombres» 
ce n’eft aufli, comme nous en avons averti 
dès le commencement, que des nombres 
dont nous traiterons. 
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380. 

Quand on demande donc de deuxnom- 
bres donnés, de combien l’un eft plus grand 
que l’autre, la réponfe à certe queflion 
détermine le rapport arithmétique de ces 
deux nombres. Or pùifque cette détermi- 
nation fe fait en indiquant la différence des 
deux nombres, il s’enfuit qu'un rapport 
arithmétique neft autre chofe que la dif- 
férence entre deux nombres. Et tomme 
ce mot de différence nous paroît une ex- 
preffion plus propre , nous réfervérons celles 
de rapport ou raifor , pour exprimer les 
rapports géométriques. 


381. 


La différence entre deux nombres: {& 
trouve , comme on fait, en fouftrayant le 
plus petit du plus grand ; rien de plus facile 
par conféquent que de réfoudre la queftion, 
de combien Pun eft plus grand que Pautre. 
Et dans le cas donc où les nombres font 

V ij 
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égaux , la différence étant nulle ou zéro; 
fi Pon demande de combien un des nom- 
bres eft plus grand que l’autre , on répon= 
dra , de rien, Par exemple, 6 étant = 2.33 
la différence entre 6 & 2,3 eft o, 


3824 
Mais lorfque les deux nombres ne font 
pas égaux, comme $ & 3, & qu'on de: 
mande de combien 5 eft plus grand que 3, 
la réponfe eft, de 2; & elle fe détermine 
en fouflrayant 3 de . De même 15 eft 


plus grand que 5 , de 103 & 20 furpañle 8 
de 12, 


383. 

Nous avons donc trois chofes À confi- 
dérer ici: 1°. le plus grand des deux nom- 
pres; 2°. le plus petit, & 3°. la différence 
Evces trois quantités ont entr’elles une liai- 


fontelle ; que deux des trois étant données, 

elles déterminent toujours la troifieme. 
Soit le plus grand nombre =4, le plus 

petit =b; & la différence =d; on trous 
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vera la différence d en fouftrayant de a, 
de façon que d—a—b ; d'où lon voit 
comment a & à étant donnés on peut trou- 
ver d, 


384. 


Mais fi c’eft la différence qui eft donnée 
avec le plus petit des deux nombres, ou $, 
ce fera le nombre plus grand qu’on pourra 
déterminer , favoir en ajoutant enfemble la 
différence & le nombre plus petit, ce qui 
donne a=b-}d. Car fi on ôte de bd 
le moindre nombre $, il refte d, qui eft 
la différence connue. Soit le moindre nom- 
bre = 12, la différence = 8 , le nombre 
plus grand fera = 20. 


385: 

Enfin fi outre la différence d le plus grand 
nombre a eft donné , on trouve antre nom- 
bre & en fouftrayant la différence du plus 
grand nombre, ce qui fait qu’on a b=a—d. 
Car fi j'ôte le nombre ee nombre 

iv 
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plus grand a, ilrefted, qui eft la différence 
donnée. 


386. 


La liaifon entre ces trois nombres a ,b,d 
eft donc telle qu'on en tire les trois dé- 
terminations fuivantes : 1°, 4— a —4 ; 
2°. a=b+d; 3°. bad; & fi une 
de ces trois comparaifons eft jute, il faut 
néceffairement que les deux autres le foient 
auf. Donc en général fi = 2x7, il 
faut abfolument QUE y= Ex — 7 —7. 


387. 


Il'eft à remarquer au fujet de ces raifons 
arithmétiques , que fi l’on ajoute aux deux 
nombres a & $ un nombre c pris à volonté, 
ou qu'on len fouftraie , la différence refte 
la même. C'eft-à-dire que fi d. eft la dif 
férence entre a & b , ce nombre d fera 
aufli la différence entre ac & bc, & 
entre a—c & b—c, Par exemple, la dif- 
férence entre les nombres 20 & 12 étant8, 
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tette différence reftera- la même, quelque 
nombre qu'on ajoute à ces nombres 20 


& 12, & quelque nombre qu'on en re- 
tranche. 


388. 


La preuve en eft évidente, Car fi a—# 
=d, on a aufli (ac) — (he) =d; 8 
de même (a—c) —(b—c) =d. 


339. 

Si on double les deux nombres a & b, 
la différence deviendra double auffi. Ainf 
20—3d; 
& en général na 78 nd, quelque nom- 


Quand a—b—d, on aura 2a 


bre qu'on prenne pour z. 


D Te 


Eo 
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CHAPE R ESIE 


Des Proportions arithmétiques. 


390. 


T sout deux rapports arithmétiques 
font égaux, cette égalité fe nomme uné 
proportion arithmétique. 

Ainfi quand a—b=—4 & p—q—d, de 
forte que la différence eft la même entrê 
les nombres p & q, qu'entre les nombres 
a & b, on dit que ces quatre nombres for 
ment uné proportion arithmétique ; 0% 
l'écrit a—b—p—9, & on indique claire- 
ment par là que la différence entre a & b 
eft égale à la différence entre p & q. 


391. 


Une proportion arithmétique confite 
donc dans quatre termes , qui doivent êttê 
tels, que fi on fouftrait le fecond du. pre” 
mier, le refte fe trouve le même que” 
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fouftrayant le quatrieme du troifieme. Ainfi 
ces quatre nombres 12, 7,9, 4 forment 
une proportion arithmétique, parce que 
12—7—=9—4 (*). 


392. 


Quand on a une proportion arithméti- 
que comme a—b=p— q, on peut faire 
changer de place au fecond & au troi- 
fieme terme , en écrivant a—p=b—g; 

égalité ne fera pas moins vraie. Car 
Puilque a—b—p—z, qu'on ajoute d'abord 
b des deux côtés, on aura ab tp. 
Qu'on fouftraie enfuite p des deux côtés, 
On aura a —p—b— q. 

Ain, comme 12—7—0—4, on a aufi 
12—9—7—4. 


393. 


On peut aufi dans toute proportion arith- 


Métique , mettre le fecond terme à la placè 


(*) Pour dé 


er que ces nombres font une telle pros 
por nel ; fi 
Portion, quelques-uns les écrivent ainfi; 12, 
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du premier , fi on fait en même temps une 
tranfpofition pareille du troifieme & du 


quatrieme. C’eft-à-dire que fi a—l—p—95 
on aura aufi b—a=g—p. Car b—a ef 


la négative de a—b, & de même g—P? 
eft la négative dé p—g. Ainfi, puifque 
12—7—9—4, On a pareillement 7—12 
==4—9 

394- 

Mais la propriété principale d’une pro- 
portion arithmétique quelconqte eft celle: 
ci: que la fomme du fecond & du troifieme 
terme eft égale conftamment à la fommé 
du premier & du quatrieme terme. Certe 
propriété , à laquelle il faut bien faire at- 
tention , s'exprime aufli de cette façon : lä 
fomme des moyens eft égale à la fommê 
des extrêmes. Ainfi, comme 1 2—7=9— 4 
on a 7-o—12--4 ; & en effet la fomme 
eft 16 de part & d'autre. 
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395: 


Soit, pour démontrer cette propriété 
Principale , a—f—p—9 ; fi on ajoute de 
Part & d'autre +9, on a ag—b+p; 
Ceft-à-dire que la fomme du premier & 
du quatrieme terme eft égale à la fomme 
du fecond & du troifieme. Etrréciproque- 
ment, fi quatre nombres, a, $, p, q , font 
tels que la fomme du fecond & du troi- 
fieme-eft égale à la fomme du premier & 
du quatrieme , c’eft-à-dire que }+p—2+9, 
Omen conclut, fans pouvoir fe tromper; 


Que ces nombres font en proportion arith- 


métique , & que a—b=p—gq. En effet, 
püifque a-+q=b+ p; fi on fouftrait de Fun 
& de Pautre côté bg, on obtient a—ġ 
Erc: 

Ainfi les nombres 18,13, 15,710 étant 
tels que la fomme des moyenser3-}-15 
28. eft égale à la fomme des extrêmes 
18L10—28, on efbcertain qu'ils forment 
fi une proportion arithmétique , & par 
Sonféquent que 18—13—15—10. 
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396. 


Il eft facile au moyen de la propriété 
dont nous parlons, de réfoudre la queftion 
qui fuir: les trois premiers termes d'une 
proportion arithmétique étant donnés ; 
trouver le quatrième? Soient a, b, p ces 
trois premiers termes, & exprimons par 4 
le quatrieme qu’il s’agit de déterminer, nous 
aurons a—g=—#—+-p; fouftrayant enfuite 4 
de part & d’autre, nous obtenons g=—=b+P 
— a. Ainfi le quatrieme terme fe trouve eñ 
ajoutant enfemble le fecond & le troifiemes 
& en fouftrayant de cette fomme le feconds 
Suppofez, par exemple, que ig, 28,1% 
foient les trois premiers'termes donnés } 14 
fomme du fecond & du troifieme et —41# 
ôtez-en le premier qui eft rọ, il refte2% 
pour le: quatrieme terme cherché ,82 14 
proportion arithmétique fera indiquée paf 
19— 2813-22, OÙ par 18 — 19 24 
13; OÙ par 28—22—19—13. 
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397: 


Lorfque dans une proportion arithmé- 
tique le fecond terme eft égal au troïfieme, 
On n’a que trois nombres , mais dont la 
Propriété eft telle, que le premier moins 
le fecond fait autant que le fecond moins 
le troifieme , ou bien que la différence entre 
le premier & le fecond nombre eft égale 
à la différence. entre le fecond & le troi- 
fieme. Les trois nombres 19, 15, 11 font 
de cette efpece, puifque 19—1 [=I $—11 


398. 


On dit de trois nombres tels que ceux-là, 
qu'ils forment une proportion arithmétique 
Continue, & on le défigne quelquefois par 


le figne =, en écrivant, par exemple, 


$19, 15, 11. On nomme aufi ces fortes 
de proportions des progreffions arithméri- 
gues, fur-tout sily a un plus grand nombre 
de termes qui fe fuivent conformément à 
la même loi, 
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Une progrefion arithmétique peut être 
ou croiffante. ou décroiffante. La premiere 
dénomination lui convient quand les termes 
vont en augmentant, C’eft-à-dire, quand 
le fecond furpafle le premier, & que le 
troifieme furpafle d’autant le fecond , com 
me ces nombres-ci, 4,7, 10. La progref” 
fion décroiffante eft celle où les termes vont 
toujours en diminuant de la même quai 


tité, tels font les nombres 9, $, 1. 
2 
399: 

Suppofons que les nombres a, $, c foient 
en progreflion arithmétique , il faut que 
a—b—b—c, d’où il fuit, a caufe de l'égas 

z x F 
lité de la fomme des extrêmes & de celié 
des moyens, que 22—a+<c; & fi on fouf 


trait a dé part & d'autre, on ac—2b— 4, 


400. 


Ainfi quand les deux premiers termes? 
z efon ari étique font 
a, b, d'une progreffion arithmétique fo 


r re 
donnés, on trouve le troifieme, en pe 
e 


| 
| 
| 
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le premier:du double-du fecond.- Soient 
1 & 3 les deux premiers termes d’une pro= 
greflion arithmétique , le troifieme fera 
E 


2.315 Et ces trois nombres 1,3, $ 
donnent la proportion 1 3=3—5 


401. 


On peut , en fuivant la même voie, aller 
Plus loin & continuer la progreffion arith- 
Métique auffi loin qu'on voudra: on n’a 
qu'à chercher le quatrieme terme moyen- 
nant le fecond & le troifieme, de la même 
Manieré qu'on a déterminé le troifieme au 
moyen du prèmier & du fecond , & aini 
de fuite. Soit a le premier terme, & 4 le 
fecond , le troifieme fera — 15—4, le 
Quatrième —4b—za—b—3h— 314, le cin- 
Quieme Gb— 4a—284a—yb—3a , le fi- 
Xieme —8h—6a—36bra—;hya, le 
fptieme 10h —8a— 4h 3a—6b—$a, 


nes 


Tome Le 
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CH RIT AR RRTTE 
Des Progreffions Arithmériques. 


402. 


Novs avons infinué qu'on nomme pro- 
greffion arithmétique une fuite de nombres 
compofée d'autant de termes qu'on veut, 
léfquels croiflent ou décroiflent toujours 
d’une même quantité. 

Ainf les nombres naturels écrits par or“ 
dré, comme 1, 2, 3 4» $s 637» 89 
9, 10, &c. forment une progrefiion arith- 
métique, parce qu'ils augmentent toujours 
de l'unité; & la fuite 25, 22, 19, 16; 
13 10, 7% 4; T, &c. eft auff une telle 
progreflion , puifque ces nombres dimi- 
nuent conftamment de 3. 


403. 
Le nombre ou la quantité dont les termes 
d'une progreflion arithmétique deviennent 
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Plus grands où plus”petits, fe nomme la 
différence. Ainfi quand le premier terme eft 
donné avec la différence, on peut conti- 
nuer la progreflion arithmétique aufl loin 
qu'on voudra. Soit, par exemple, le pre- 


mier terme —2, & la différence = 


33 


on aura la progreffion croiffante qui fuit 
2,538511;14,17:20: 23; 20, 203 XC 
où chaque terme fe trouve en ajoutant la 
différence au terme précédent. 


404. 

On a coutume d'écrire les nombres na: 
turels, 1, 2,3, 4, 5 , &c. au-deflus des 
termes d'une telle progreffion arithmétique, 
afin qu'on reconnoïfle d’abord le rang où 
ùn terme quelconque fe trouve être dans 
la progreflion, On peut nommer ces nom- 
bres écrits au - deffùs des termes, des ina 
dices ; ainfi l'exemple cité s'écrira comme 
il fuit : 

Thdices, 1,2,3,4,5:6,7,8,9,10 
Prog. arthm:2,5,8,11,14;17520;23,26,29 


y :: 
A 3j 
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&c. où l’on voit que 29 eft le dixieme 
terme. 

405. 


Soit a le premier terme, & d la diffé- 
rence, la progreflion arithmétique conti- 
fuera dans cet ordre; 

1 2 3 4 5 6 7 

aa-+d,a+2d,a+3d,a+4d,a+sd,a+6d, &c: 
par lequel on voit quil eft facile de trou- 
ver auffi-tôt un terme quelconque de la 
progreflion, fans qu'il foit néceflaire de 
connoître tous les termes précédens, & 
uniquement par le moyen du premierterme 
a & de la différence d. Par exemple, le 
dixieme terme fera —a--9d, le centieme 
terme —a—-994, & en général le terme 
n quelconque fera =a (n—1)d. 


406. 


Lorfqu'on s'arrête en quelqu’endroit de 
la progreflion , il eft effentiel de faire at- 
tention au premier & au dernier terme» 
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8c l'indice du dernier indiquera le nombre 
des termes. Si donc lepremier terme EE 
la différence =4 , & le nombre déstermes 
=n, onale dernier terme—a+(1—1)4, 
lequel fe trouve par conféquent en mul- 
tipliant la différence par lenombre des ter- 
mes moins:un, & ajoutant à ce produit le 
premier-terme, 

Suppofez, par exemple, une progreffion 
arithmétique de cent termes, dont le pre- 
mier —4,& que la différence foit —3, 
le dernier terme fera==09.3 4301: 


407. 

Lorfqu'on connoît le premier terme a & 
le dernier 7, avec le nombre des termes 
=, on peuttrouver la différence:d. Car 
Puifque le dernier terme 7=a—4(r—1)#, 
fi on fouftrait depart 8c d'autre a, on ob- 
tient 7—a—(r—1)d. Ainfi en fouftrayant 


le premier terme du dernier; on ale produit 
dela différence multipliée par le nombre 
des termes moins r, On maura donc qu'à 


X ïj 
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diviferz—a pars pour obrenir lavalens 
cherchée de ladifférence d, qui fera ©, 
Ce réfultat fournit cette regle : owfouftrait 
le premier terme du dernier terme, & on 
diviferle refte par lernombreïdes termes 
diminué de Punité le quotienteftla dif- 
férence ; par lesmoÿen de laquelle:on et 
en état enfuite d'écrire toute laprogreffion, 


408, 


Suppofons,-parexemple tune progref 
fion arithmétique de neuf termes ,. dont de 
premier foit —2, & le dernier —26, & 
qu'il s’agifle de trouver la différence, Il 
faudra dence fouftr premiériterme 2 
du:derniér 26:8c:diviferle refte: qui el 
24, þangi; c'elt-à-dire par şe quo- 
tient a fera Es àla différence -Cherchée 


GO 7=E8 19 
143 17; 209129; 220% 
Suppofons:; pouridonnerun-autre exem 


ples que: le premiér termes foirs=v, le 
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dernier le nombreges termes = i0, 
&:-qu'on.demandela progreflion arithmé- 
tique qui répond à ces ppro nous 
aurons. auf-tôtpour-la différence + 
& de-là nous conclurons quela progreffon 
eft; 

piine Ap R 19 

pres S iles 1 

Aurre exemples Soit le premier terme 
2}; le dernier —1 25, & leinombre 
des termes —7 ; on aura -la différence 
PE TO Tog = 

PERS Fe 1 D 
féquent la progrefñon: 

ERP y 


1 1 13 5 1 29 r 
39 4309 i87 7i) 979 10563 125e 


409: 


Maintenant fi les données font le pre- 


& par cof- 


mier terme a, le dernier terme 7 & la dif- 
férence d, elles font trouver le nombre 
‘des térmes #. Car puilque 7—a=(1—1)d, 
endivifera des deux côtés par d, & on aura 


X iv 
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ner, On érant de,r-plus grarid 


Anas 
d 

quent le nombre destermes: fè tröuve en 
divifant la difflérenceïientre le premier & 
le dernier terme, ou:z =a; "par la diffé- 


rence de la progreflion, & en ajoutant 


quen—1, on ant"; par confé- 


RUE ne 
unité ‘au quotient”, 

Soit, par exemple; le premier terme 
4, le dérnier —roo , & la différence 
12; lénombre dés termés ferd + 
& voici quels feront ces neuf termes: 
qd fu 0 7 tro 
4, 16, 28, 40, 52, 64, 76, 88, 100. 


F 


Sile premier terme =2 , le dernier —6, 


& la différence —1 3» le nombre des ter- 
mes fera 4+ 1 = 4> & ces quatre termes 
3 


feront 
EEEE 
2s = >.4 3 > 6: 
Soit encore le premier terme=3#,4le 
dernier 75, & la différence = 14 , le 
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nombre des termes fera — il 


ES 
4; & voiciices quatre, termes: 


355 45 655 pie 
AIO. 


Mais: faut -obferver que-le nombre des 
termes devant être néceffairement un nom- 
bre-entier , fisoncn'avoît pas trouvé un tél 
nombre pour # dans les exemples de Par- 
ticle, précédent.;-les queftions auroient:été 
abfurdes. 

Toutes,les fois.donc.qu'on'ne trouvera 
Pas-un nombre-entier pour:la valeur: de 
T, il fera impoñfible de réfoudre la quef- 
tion ; & par conféquent pour que ces fortes 
de queftions foient poffibles , il faut que 


?—a foit divifible par d. 
ST 


On: conclura de če que nous avons dit, 
Jon a toujours quatre-quantités où élé- 
Mens à confidérer dans une progreffion 
arithmétique : 


ELÉMENS 
I. le premier terme a, 
Il. le dernier termez, 
JIT. Ja différence d, 
IV. le.nombre des termes z: 

Et les rapports de ces quantités lesunes 
aux autres font tels, que fi on en connoit 
trois, on eft en état de décerminër la qua” 
trieme; car: 

I Si a, d'&n font connus, on a 7 
+(n—1)d. 
II. Siz, d&n font connus, on a a4 

—(n—1)d. 

TL Si a, 7 &n font connus, on a d= 
IV: Sia, z & d font connus, on a n= 


Hi 


CHAPITRE IV. 


De, la Sommation, des.Progreffions 
arithméciques. 


Ii? 
441 2e 


| Ox a fouvent befoin -aufi de prendre 


là fomme d'une progreflion afithmérique. 
Onla trouverait en ajoutant enfemble tous 
les termes; mais comme cette” addition 
froit très- ptolixe , quand la progreffion 
Confifte en un grand nombre de termes, 
On à imaginé une regle, par le-fecours de 
quelle on trouvetrès-facilement la fomme 
dont nous parlons. 


A3: 


Nous confidérerons d’abordiune progres. 


fin, de cette efpece iqui foit donnée, & 


: à et 
telle que le» premier terme =25%:}"la diffé- 
tence zg le crnier-terme = 9, &le 
ombre-des termes —10: 
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FD SU AT UQUE ÉTAPES 9 10 


2,5: 8513 145173 20323: 26, 29° 

Nous voyons que dans cette progreffiof 
la fomme du premier 8 du dernier tèrm? 
— 31; la fomme du fecond & du pénul 
tieme —31 ; la fomme du troifieme & dê 
l'antépénultieme =3r, & ainfi de fuites 
& nous en conclurons que. la fomme de 


deux termes quelconques également élok 
gnés l’un. du, premier & lautre du derniéf 
terme , eft: toujours égale à la fomme du 
premier & du dernier terme, 


414. 

Il eft facile den faifir la raifon. Car Í 
nous fuppofons le premier terme =G» Je 
dernier —7, &ladifférence—4, la fomm£ 
du premier & du dernier terme eft =a 
& le fecond'terme étant ad & le pé 
nultieme:=z7—d , la fomme-de. ces: deu* 
termes eftaufi —a-}-7. Enfuite-le troifiem? 
terme étant a—2d, & l'antépénultiem®? 
=g 2d , il ek clair que ces deux term 
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ajoutés enfemble font aufi a-z. On dé- 
montrera la même chofe de tous les autres. 


415. 

Pour parvenir donc à déterminer la fom- 
me de la progrefñon propofée on écrira 
deffous , terme pour terme , la même pro- 
greffon prife à rebours, & on fera Pad- 
dition des termes correfpondans, comme 
ìl fuit: 

2 +5 +8 +11+14+17-+20+23-+26+29 
29+26+23+20+17+144#11+ 8+ §+ 2 


D1+314+314+31+31+31+31+314+31#31 

Cette fuite de termes égaux eft évidem- 
ment égale au double de la fomme de la 
Progreflion propofée ; or le nombre de 
ces termes égaux eft 10, comme dans la 
Progreflion, & leur fomme, par confé- 
quent, —10.31—310: Ainfi , puifque cette 
mme eft le double de’ la fomme de la 
Progreffion arithmétique , il faut que cette 
mme cherchée foit =15 5. 
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416. 


Si on procede de la même maniere 4 
l'égard d’une progreflion arithmétique quel 
conque, dont le premier terme foit =43 
le dernier =z, & le nombre des termes 
=n ; en écrivant fous la progreflion don- 
née la même progreflion en rétrogrädants 
on aura , en faifant l’additionterme à terme; 
une fuite de z termes, dont chacun fer 
—a+7; la fomme de cette fuite fera paf 
conféquent =n (a-+7), & elle fera lë 
double de la fomme de la progrefion arith? 
métique propofée ; celle-ci fera doné 


nr (ete) 
en), 


417. 

Ce réfultat fournit une méthode facilé 
pour trouver la fomme d'une progrefliof 
arithmétique quelconque; elle fe réduit à 
cette regle: 

Multipliez la fomme du premier & du 
dernier terme par le nombre des termes s 
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lroîtié du produit indiquera la fomme 
de toute la progreflion. 

Ou, ce quirevient au même, multipliez 
la fomme du premier & du dernier terme 
Par la moitié du nombre des termes. 

Ou bien, mulipliez la moitié de la fom- 
me du premier & du dernier terme par le 
nombre total des termes. Ces deux manieres 
dénoncer la regle , donnent également la 
bomme de la progreflion. 

418. 

Il fera néceffaire d'éclaircir cette regle 
Par quelques: exemples. 

Soit d'abord la progreffion des nombres 
taturels, r, 2, 3 &c. jufquà 100, don 
il s'agifle de trouver la fomme, Celle - ci 
fra parla premiere regle = 12 — ṣo 
“or—5$0$0. 

Sion demande combien de coups une 


horloge fonne en douze heures ? il faudra 
Guter enfemble les nombres x, 2, 3 juf- 
Wrz; or cette fomme fe trouve fur le 


vouloit favoir la fomme de:la même:pro* 
greflion continuée jufqu’à 1000 , ontrou- 
veroit $00500 ; & la fomme de cette:pro- 
greflion ; continuée jufqu'à 10000 , feroif 
ÿ000$000. 

419. 

Autre queftion; Quelqu'un:achéte un ché 
val, fous la condition que pour le premief 
clou il payera $ fous, pour le fecond 84 
pour le troifieme 11, & pareillement rou- 
jours 3 fous de: plus pour chacun,dés fui- 
vans: le cheval a 32 clous, on demande 
combien il coûtera à l'acheteur? 

On voit qu'il s'agit ici de trouver la fom- 
me d'une progreffion arithmétique, dont 
le premier terme eft s , la différence —3 
& la fomme des termes — 3 2..1l faur don 
commencer par déterminer le dernier ter 
me; on le trouve (par la regle des artis 
cles 406, 411) =5—-31.3==08. Maintes 
nant la fomme cherchée fe trouve., fans 

difficulté: 
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difficulté, = — 103.16 ; doù Pon 


conclut que le cheval coûte 1648 fous, 
ou 82 liv. 8 L 


420: 


Soit en général le premier terme —a, 
la différence =d, & le nombre des termes 
=z; & quil s’agifle de trouver, par le 
moyen de ces données , la fomme de toute 
la progreffion. Comme le dernier terme 
doit être —a—-(1—1})d, la fomme du pre- 
mier & du dernier fera = 2a- (7—1) d. 
Multipliant cette fomme par le nombre des 
termes z, on a 2na}-n(n—1)d; donc la 
fomme cherchée fera Snapt, 
Cette formule appliquée à l'exemple pré- 
Cédent, où a=5 , d=3 , & n=} 2, donne 
532- nrbo- 1488 — 1648 zala 
même fomme qu'on avoit trouvée, 
421. ; 

S'il eft queftion d'ajouter enfemble tous 
SS nombres naturels depuis 1 jufqu’à n, on 


Tome Z: Y 
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a pour trouver cette fomme : le premier 
terme =1 , le dernier terme =», & le 
nombre des termes =n ; donc la fomme 
cherchée =" — 

Si on fait 2—1766, la fomme de tous 
les nombres, depuis 1 jufqu'à 1766, fera 
—=883.1767—1560261. 


422: 


Soit propofée la progreflion des nombres 
impairs, 1, 3, $> 7» &c. continuée ju” 
qu'à n termes, & qu'on en demande lä 
fomme : 

Le premier terme eft ici —=1 , la diffé- 
rence —2, le nombre des termes —7; 
le dernier terme fera donc —1+(7—1)? 
œ2n—1, & par conféquent la fomm? 
cherchée =nn. 

Tout fe réduit donc à multiplier le nom 
bre des termes par lui:même. Ainfi quel que 
foit le nombre des termes de cette progre” 
fion qu'on ajoute enfemble , la fomme fer? 
toujours un quarré , favoir le quarré du 
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nombre des termes. C’eft ce que nous allons 
Mettre fous les yeux : 

Jndics 12,3, 4 55 6,7 8, 9, 10 &c, 
Progref 1,3353 7 93 113135151719 8e, 
Somme , 1:4,9:16,25:36,49,64,81,100 &Ca 


423. 

Soit à préfent le premier terme = 1 , la 
différence —3, & le nombre des termes 
œn, on aura la progrefion 1, 4, 7, lo, 
&c. dont le dernier terme fera—1+(1—9)3 


=32—2; donc la fomme du premier 
& A = 
du dernier terme =37— 1, & par 


Conféquent la fomme de cette progreffion 
rea 3 


z. Si on fuppofe n=20, la 
fomme eft — 10.59 = j90, 


424. 

À Soit encore le premier terme =r, la 
différence =d, & le nombre des termes 
Sz, le dernier terme fera = 1-H (n—1)d, 
Ajoutant le premier on a 2-4}}-(2—1)d, & 
multipliant par le nombre des termes on 


Si 
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aant-n(n—1)d, d'où fe déduit la fomme 
de la progreffion =n+ tt, 
Joïgnons ici la petite table qui fuit: 


Si d—1, la fomme etn = 
n+ D Eaa 
npn 
n EE uns 
n- 202 — use 
n+} LCD — gan-an 
n+ zen =m 
n+ E-D — nn 
npt pur 


1on(a-1) — 
ME n+ 2 jay 
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CHAPITRE: Yy 


Des Nombres figurés ou polygones. 


42.5. 

L: fommation des progreffions arithmé- 
tiques'qui commencent par 1, & dont la 
différence ’eft 1 ou 2 du 3, où quelqu'autre 
nombre entier que ce foit; cette fomma- 
tion; dis-je, nòus conduit à la théorie 
des sombres polygones, lefquels fe forment 
quand on ajoute enfemble quelques termes 
de l’une ou de l’autre de ces progreflions. 


426. 


Sion fuppofe la différence =r ; puifque 


le premier têrme eft conftamment =1 , on 
aura la progreffion arithmétique, 1 , 2, 3, 
4,5, 6,758, gL EE 12» &cC> Et 
fi dans cette progreflion on prend la fomme 
de un, de deux, de trois &c. termes, on 
Verra fe former cette fuire de nombres: 


Y ü 
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1,3,6, 1O, 15, 21,28,36, 45,55, 66 &C 
car 11, 14-223, 1246 , 1-2 
34 O, &c. 

Ces nombres on lesnomme #rfangulaires 
ou srigonaux, parce qu'on peut toujours 
ranger en triangle autant de points qu'ils 
contiennent d'unités, comme:on va voir: 


ERES 6 10 1$ 


427. 


On voit dans tous ces triangles combien 
chaque côté contient de points. Dans lë 
premier triangle il n’y a qu’un point ; dans 
le fecond il y en a deux; dans le troifiemé 
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il y en a trois; dans le quatrieme il y en 
a quatre, &c. Ainfi les nombres triangu- 
laires , ou le nombre des points (qu’on nom- 
me fimplement le zriangle) , fe reglent fur 
le nombre des points que contient le côté, 
lequel nombre on nomme en un mot le côté. 
C'eft-à-dire que le troifieme nombre trian- 
gulaire, par exemple, où le troifieme trian- 
gle, eft celui dont le côté à trois points 3 
le quatrieme , celüi dont le côté eft quatres 
& ainfi de fuite; & voici comment nous 
repréfenterons cette propriété : 

Côté . 


Triangle « 


Côté à 3 


Triangle . : 
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428. 

Il fe préfente donc ici la queftion, com- 
ment, le côté étant donné, on doit détermi- 
ner le triangle ? Et après ce que nous avons 
expofé, nous y fatisferons facilement. 

Car foit le côté =n , le triangle fera 
14-23-44... 7. Or la fomme de 
cette progreflion et =; par confé- 
guent la valeur du triangle et" (+). 

Etfin=1, le triangle et 1, 


429. 
On nomme cette formule =, la for- 


mule, générale des nombres triangulaires ; 


C) M. de Joncourt a-publié à la H 


en 1762 une 
table des nombres trigonaux, 3 


ous les 

> Je es peu= 

rent être utiles pour faciliter un grand nombre d'opéra- 

ns arithmétiques, comme l'Auteur le fait voir dans yne 
Introdu&tion fort étendue, 
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Parce que par fon fecours on trouve le 
nombre triangulaire; ou le triangle ; qui 
répond à un côté quelconque indiqué par n. 
On peut transformer cette formule en 
celle-ci, 49; & cela fert même à fa~ 
tiliter le calcul, parce que toujours un des 
deux nombres 7, ou n-i; eft un nombre 
Pair , & par conféquent divifible par 2. 
C'eft ainfi que fi #12, le triangle eft 


= —6.13—78. Et que fi n==15, le 


. 16 
triangle eft — "© 


Qu'on fuppofe à préfent lasdifférence 
=œ2; on aura la progreflion arithmétique 
füivante : 

EP AE D D E EEFI TETES EA 
dont les fómmes , ‘en prenant fucceflive- 
Ment un, deux, trois, quatre termes &ce 
forment cette férje : 

L4,0,16,25, 3649, 64,81, 100,121 Bec, 

On nomme les termes de cette fuite, 
les nombres quadrangulaires , ou plutôt 
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quarrés ; puifqu’en effet cette fuite repré- 
fente les quarrés des nombres naturels ; 
comme nous les avons trouvés plus haut; 
& cette dénomination leur convient d'au- 
tant plus, qu'on peut toujours former un 
quarré du nombre de points qu'indiquent 
ces termes , ‘ainfi qu'on va le voir : 


1» 4» 


. . 


9; 16 


431. 


; 
On voit ici que le côté d’un tel quarré 

à ne ais 
contient précifément le nombre de poin! 
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qu'indique la racine quarrée. Le côté du 
Quarré 25 , par exemple, eft de cinqpoints; 
celui du quarré 36 eft de fix points; & en 
général donc, fi le côté eft n, c’efl:à-dire 
que le nombre des termes de la progref 
Mon ns E L ES qu’on aura pris, 
foit indiqué par z, on voit que le quarré, 
ou le nombre quadrangulaire , fera égal à 
la fomme de ces termes , où == , anf 
que nous l'avons trouvée à l'article 422. 
Nous ne nous arréterons pas davantage à 
ces nombres quarrés, en ayant traité au 
long plus haut. 


432. 


Faifant maintenant la différence =3, 
& prenant de la même maniere les fommes, 
On obtiendra des nombres qu'on appelle 
Pentagones, quoiqu'on ne puifle plus fi bien 
les repréfenter par des points, (*). Ces fui- 
tes commencent ainfi: 


(*) Ce: n'eft pas cependant qu'on ne puiffe aufi repré 


enter par dés points les polygones: d'nn nombre quel 
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Indices, 1,2,3,4,5:6;7;, 8, 9 &c: 
Prog.arith.1,45 7, 10,13,1619,22, 25 &C 
Peñtagone,1,5,12,22,35,51,70,92,117 &tCe 
les indices indiquant le côté de chaque pen- 
tagone: 


433: 


Il s'enfuit de-là que fi on fait le côté =z, 


nn) 
ste, 


le nombre pentagone fera = "F — 


Soit, par exemple, 7—7 , le pentagone 
fera —70., Si on demande le pentagone» 
dont le côté eft 100 , on fera 2—100, & 


on aura 4950 pour le nombre cherché. 


conque de côtés ; mais la regle que j'ai re: é qu'il faut 
fuivre pour cet effet, & que je v 
avoir échappé à tous.les Alsébriftes qu 

On commence par tricer un petit polygone régulier 
qui ait le nombre de côtés qu'on demande; ce nombre 
refte conftant pour une même faite de- nombres polÿ 
gones, & il eit égal à 2 plus la différence de la pr- 
gréffion arithmétique qui produit la füite; on choifit 29 
fuite un des angles de ce polygone pour tirer du point 
de concours autant de diagonales indéfnies qu'ilefpofir 


: LE m Ôtés. 
ble ; on prolonge de même indéfiniment les deux cOte 


À É 3 i ~ rend 
qui forment l'angle qu'on a adopté; après cela om pno 


ces deux côtés & les diagonales du premier polygones 
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434. 


Que fi l'on fuppofe la différence =4, on 
parvient aux nombres kexagones, comme 
on le voit dans les progreffions qui fuivent: 


refpettivement autant de fois qu'on veut fur les lignes 
indéfinies ; on tire des points correfpondans où le compas 
seft arrêté, des lignes paralleles aux côtés du premier 
polygone , & on les partage en autant de parties égales, 
Ou par autant de points qu'en ont atluellement les dia- 
gonales & les deux côtés prolongés. Cette regle eft gé- 
nérale depuis le triangle jufqu'an polygone d’un nombre 
infini de côtés. Les deux figures quifuivent fuffiront pour 
en faciliter l'application. 


La divifion de ces figures en triangles fournit encore 
Matiere à différentes confidérations curieufes & à des 
transformations aflez jolies des formules générales, par 
lefquelles onvoit dans ce chapitre comment s’exprimentles 
nombres polygones ; mais je ne crois pas devoir m'y 
arrêter, 
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Indices ,1,2,3, 4, 53 6,7, 8 9 XC 

Prog.arith.1,$,9,13:17:21:25; 29,33 EC 

gone, 1,6,15,28:45:66,91,120,15 3 Ce 
les indices montrant encore le côté de cha* 
que hexagone, 

Ainfi quand le côté eft z , le nombre 
hexagone et = znn—n =n (2n—1); & 
on obfervera au refte que tous les nombres 
hexagones font aufi triangulaires, puifque 
en ne prenant de ces derniers que le pre* 
mier , le troifieme , le cinquieme &c. on 
a précifément la fuite des hexagones. 


436: 

On trouvera de la même maniere les 
nombres hepragones, oétogones, ennéa* 
gones , &c. Nous nous contenterons de 
donner encore ici le tableau des formules 
générales de tous ces nombres , compris 
{ous le nom général de nombres polygoness 

En fuppofant le côté =», on a 


le triangle = = 
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le quarré men, 


le vV gone 


4nn—an 


TUE znn—n=n(2n—1) 


le vr gone 


le vit gone =n —"6"3) 


WTA SE: 


le vi gone 3anan=n(3n3) 


_Enn—4n 
2 


1x gone —7"25# —"G©), 


2 2 


Snn — 6n 


X gone = —=A4nn—3n=n(4n—3) 


grn- __n(y-7) 


XI gone = 


2 


2 aus 


10nn—8n 


XII gone = = jan—gn=n(sn—4) 


1$an—16n 


—927—-8n=n(9n—8) 


XX gone = 


n(23n-21) 
2 2 ? 


C). 


XXV gone = 


m gone 3 


437. 


Ainf le côté étant 72, ona en général le 


_ (m=2}nn-(m=4) 


ombre m angulaire = = LS 


> À 
lon peut déduire tous les nombres poly- 


(*) On remarquera peine que cette table n'eft 


Me celie de l'article 424 po plus loin, 
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gones poffibles dont le côté feroit n. Si où 
cherchoit , par exemple, les nombres bi 
angulaires, on auroit AE & pi RE 
féquent le nombre cherché =n; c’ef a 
dire que les nombres biangulaires, font les 
nombres naturels 1,2, 3, &c. ; 

Si on fait m=3, on a le nombre trian- 


nn+n 


ARN fait mA , on a le nombre quarré 
nn, 8. 
438. 

Suppofons, pour éclaircir cette regle par 
des exemples, qu'on ME le nombre 
xxv gone, dont le côté eft 36; on cher- 
chera d’abord dans notre table le nombre 
xxv gone pour le côté z ; on le p 
—#"27., Faifant enfuite n= 36, On troi 
TE 2 


vera le nombre cherché = 14526. 


4 i- 
Queftion. Quelqu'un a acheté une ma 
X i ien il en a 
& emande combien il 
fon, & on lui de 


rone 
payé? Il répond que le nombre 365 sa 
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de r2 eft le nombre d'écus qu'il Pa ache: 
tée, 

Afin: de trouver ce nombre , On fera 
M—365 & n—12 ; 8 fubflituant ces 
valeurs dans la formule générale , on 


trouvera pour le prix de la maifon 23970 
écus (*). 


(*) Le chapitre qu'on vient de lire; eft intitulé des nom 
res figurés ou polygones, On peut avoir remarqué que ce 
h'eft pas fans fondement que quelques Algébriftes diftin 


lent entre nombres figurés & nombrès polygones. En 
effet les nombres qu'on nomme communément figurés j 
dérivent tous d’une feule progreflion arithmétique, & 
Chaque fuite de ces nombres fe forme après cela en ajou- 
tant enfemble les termes de Ja faite précédente. Chaq 
faite des nombres po/ygones, au contraire 
Progreflion arithmétique différente ; cela 


dire à la rig 


ue 
> Provient d’une 
fait qu'on ne peut 
r d'une feule fuite de nombres figurés, 
Qu'elle eft en même temps une fuite de nombres poly 
Bones. On s’en convaincra mieux en jetant les yeux fag 
les tables qui füivent. 


TABLE DES NOMBRES FIGURES. 


Nombres conftans Dr a 


naturels «2. 3: 45, 6, 
triangulaires — = = 1,3. 6.10.15. 21. 8 
pyramidaux - - — 1:4.10,20,35. 56 
trianguli-pyramidaux 1,$.15.35.70:126. & 


Tome 1, Z 
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TABLE DES NOMBRES POLYGONES: 


Dif. de la progr.| Nombres 

triangulaires = = 13: 6:10-19 

quarrés = — 4.916.255; 

= — 14.12.22.35. 

hexagones = 1.6.15. ks 
Les puiflances forment aufi des fuites particulieres dé 
nombres. Les deux premieres fe retrouvent dansles, noms 
bres figurés, & la troifieme dans les nombres polygo= 
nes; Cet ce qu'on va voir, en fubftituant à 4 fuccefli- 


vement les nombres 152, 3 &c. 


TABLE DES PUISSANCES. 
uie 
+ ce. 
. &c 
. &c. 
. &c, 
Les. Algébriftes du feizieme & du dix-feptieme fiecle 


fe font tous beaucoup. occupés de ces différentes efpeces 


trouvé. une 
mais leur utilité n° 
aujourd'hui, avec raifon., d'en- parler beaucoup dans les 


cours de Mathématiques. 


ral 


CHAPITRE VL 


Du Rapport Géomérriques 


440. 


Le rapport géométrique entre. deux ñoms 
: 5 ï 

Dres contient la réponfe à la queftion , coma 
bien de fois l'un de ces nombres eft plus 
grand que lautre? On le trouve en divi- 
fant l’un par l'autre ; le quotient indique la 
taifon cherchée; 


441. 

On a donc trois chofés à confidérer ici 3 
1°. le premier des deux nombres propofés, 
Qu'on nomme l’antécédent ; 2°. l'autre nom- 
bre, qu'on appelle le conféquent ; 3a 
raifon des deux nombres , ou le quotient 
de la divifion de l’antécédent par le con- 
féquent. Par exemple , fi c’eft le rapporte 
des nombres 18 & 12 qu'il s'agit d'indiquer, 
18 eft l'antécédent, 12 eft le conféquent 

Zij 


4 
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& la raifon fera —1}; d'où l'on voit 
que l'antécédent contient le conféquent une 
fois & demie. 

442. 

On a coutume d'indiquer le rapport géo- 
métrique par deux points , mis Pun au-def- 
fus de l’autre entre l’antécédent & le con- 
féquent. 

Ainf a:b fignifie le rapport géométrique 
de ces deux nombres, ou la raifon de bà a. 
Nous avons déjà remarqué plus haut qu'on 
fe fert de ce figne pour indiquer la divifion, 
& c'eft auffi pourquoi on l'emploie ici; 
parce qu'afin de connoître ce rapport , il 
faut qu'on divife a par b. La raifon , indi- 
quée par ce figne , fe prononce en difant 
fimplement a eft à b. 


443. 

On repréfente donc l'expreffion d'u 
rapport par une fraËtion dont le numéra’ 
teur eft l'antécédent, & dont le dénomi- 
nateur eft le conféquent. La clarté exigé 
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qu’on réduife toujours cette fra@ion à fes 
moindres termes, ce qu'on fait, comme 
nous l'avons montré plus haut, en divifant 
le numérateur & le dénominateur par leur 
plus grand commun divifeur. Ainfi la frac- 
tion {> fe réduit à , en divifant les deux 
termes par 6. 


444- 


Les rapports ne different donc entr’eux 
qu'en tant que leurs raifons font différen- 
tes; & il y a autant de différentes efpeces 
de rapports géométriques qu'on peut ima- 
giner de différentes raifons. 

La premiere efpece eft fans contredit 
celle où la raifon devient l'unité; ce cas 
arrive quand les deux nombres font égaux 
comme dans 3:3; 4:4; a:a; la raifon ft 
ici r , & à caufe de cela on la nomme i 
rapport de légalité. 

Viennent enfuite les efpeces où la raifon 
eft un autre nombre entier; dans 4:2 la 
raifon eft 2 , & on la nomme raïfon dou 

Z ij 
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dans 12:4 la raifon eft 3 , & on la nomme 
gaifon triple ; dans 24:6 la raifon et 4, 
& elle s'appelle raifon quadruple, &c. 

Après ces éfpeces là viennent celles dont 
les raifons s'expriment par des fraétions ; 
comme 12:9, où la raïfon eft+ où 1 De 
18:27, où la raifoneft?, &c. On peut 
même diftinguer parmi celles-ci les raifons 
où le conféquent contient exaétement deux 
fois, trois fois &c. l'antécédent : tels font 
Jes rapports 6:12, 5:15 &c. dont quel- 
ques-uns nomment les raifons , raifons fo- 
doubles , foútriples , &c. 

Nous ajouterons qu'on nomme raifon de 
nombre à nombre, celle dont le quotient 
n'eft pas un nombre inexprimable , lanté- 
cédent &, le quotient étant des nombres 
entiers, comme 11:7, 8:15 &c. & qu'on 


appelle raifon ¿rrationnelle ou fourde , celle 
T 


dont le quotient ne peut s'exprimer exac- 
tement ni par des nombres entiers, ni pat 
des fraftions, comme Vs àg, 4a VER 
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F Soit-à préfent a l'antécédent, 4 le con- 
féquent. & d la raifon, nous favons déjà 
que a & $ étant donnés, on trouve d=#. 
Que fi le conféquent à étoit donné avec 
la raifon , on trouveroit l'antécédent abd; 
parce que bd-divifé par 2 fait d Enfin f 
l’'antécédent 4 eft donné & la raifon d,-on 
t $ =5 i 
rouvera le conféquent —*; car en di- 
Yifant l'antécédent a par ce conféquent< 
d? 
= : dé 
n trouve le quotient d, :c’eft-à-dire la 
raifon, 


446. 


Tout rapport a:b refte conftant , foit 
qu'on multiplie ou qu'on divife l'antécé- 
dent & le conféquent par le même nom- 
bre, parce que la raifon refte la même. 
Soit d'la raïfon de a:b, on à d—=?; or la 
taifon du rapport na:nh eft auf? — d 

td 
> peg a,b ` 
& celle du rapport £:À eft pareillement A 
=d, 


Z iv 
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447. 


Quand une raifon a été réduite à fes moin- 
dres termes, il eft facile d'en reconnoître le 
rapport & de l’énoncer. Par exempl. quand 
la raifonÿ a été réduite à la fraétion, on 
dit a:b=p:q ; atb::p:q, ce qui fe pro- 
nonce, a eft à b comme p eft àq. Ainfi, 
la raifon du rapport 6:3 étant? ou 2, on 
dira 6:3 = 2:1. On aura de même 18:12 
312, &2418—4:3, 8 30:45 —2:3 
&c. Que fi la raifon ne peut s’abréger, 
le rapport ne deviendra pas plus clair ; on 
ne fimplifie pas en difant 9:7—0:7. 


448. 

On peut, au contraire, transformer quel- 
quefois en un rapport clair & fimple celui 
de deux très-grands nombres, favoir, lorf- 
que la raifon fe réduit à de très-petits ter- 
mes. Par exemple , quand on peut dire 
:1, Où 10566:7044—3 
Fa, QU $7600:25200=16:7: 


28844:14422 


D'ALCEBRE, 361 


449. 


Il eft donc effentiel, pour exprimer un 
rapport quelconque de Ja maniere la plus 
claire qu'il foit pofible, de chercher à ré- 
duire la raifon aux plus petits nombres qu'il 
fe puifle. Cela fe fait facilement , en divi- 
fant les deux termes du rapport parleur plus 
grandcommundivifeur. Parexemple, pour 
réduire le rapport $7600: 25200 àcelui-ci, 
16:7, tout confifte dans la feule opération 
de divifer les nombres 576 & 252 par 36; 
qui eft leur plus grand commun divifeur. 


450. 


On voit donc auffi combien il importe 
qu'on fache toujours trouver le plus grand 
commun divifeur de deux nombresdonnés; 
Mais c’eft ce qui demande une méthode 


que nous déraillerons dans le chapitre fui- 
vant, 


Ea 
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CHEAP TASRE VIT 
Du plus grand commun Divifeur de deux 


Nombres donnés. 


451. 
[L eft des nombres qui nont d'autre com- 
mun divifeur que l'unité, & quand le nu- 
mérateur & le dénominateur d’une-fraétion 
font de ‘cette nature , il n’eft pas poffible 
de la réduire à une forme plus commode. 
On voit, par exemple, que les deux 
nombres 48 & 35 n’ont pas de commun 
divifeur, quoique chacun ait fes divifeurs 
en particulier, C’eft pourquoi on ne peut 
exprimer plus fnplenest lerapport 48:353 
parce que la divifion de deux nombres par t 


ne les rend pas plus petits: 


452: 
que les deux nombres ont un 
un divifeur, on le trouve, & même 
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le plus grand qu’ils aient , par la regle"fui- 
vante: 

Il faut divifer le plus grand des deux 
nombres par le plus petit ; on divifera en- 
fuite par le rélidu le divifeur précédent ; 


ce qui refte dans cette feconde divifion> 


fervira après cela de divifeur pour une troi- 
fieme divifion, dans laquelle le réfidu ou 
le divifeur précédent fera le dividende, & 
on continuera de la même maniere jufqu'à 
ce qu'on arrive à une divifion fans refte; 
le divifeur de cette divifon; & par con- 
féquent le dernier divifeur , fera le plus 
grand commun divifeur des di nombres 
donnés. 

Voici cette opération pour les deux nom- 
bres 576 & 
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Ainfi le plus grand commun divifeur eft 
ici 36. 

453: 

Il fera bon d'éclaircir encore cette regle 
par quelques autres exemples. 

Suppofons qu'on cherche le plus grand 
commun divifeur des nombres 504 & 3123 


on aura: 


312|/$04|1 
2 
192|312|x 
192 
120 meh 
120 


72| 120| 1 
Izz 
48|72|1 
48 
24|48|2 
48 
o. 
Ainfi 24 eft le plus grand commun divi- 
feur, & par conféquent le rapport $04:312 
fe réduit à la forme 21:13. 


DIA ISO E BIAI: 365 


454- 

Soit donné le rapport 625: 529 ,& qu’on 
cherche le plus grand divifeur commun en- 
tre ces deux nombres : 

529|625$|1 

15291 
96| 5.29 
480 


o. 

„Donc x eft ici le plus grand commun 
divifeur, & par conféquent on ne peut ex- 
Primer la raïfon 625 : 529 par des nombres 
Plus petits, & la réduire à de moindres 
termes, 
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455- 
Il fera néceffaire à préfent de donner auffi 


la démonftration de cette regle. Suppofons 
pour cela que a foit lé plus grand & 4 le 


lus petit des nombres donnés, & que d 
kd 


foit un de leurs communs divifeurs, on come 
prendra d’abord que a & b étant divifibles 
par d, on pourra aufli divifer par d les quan- 
titésa—b, a— 2b, a—3b, & en général 
a— nb. 

456. 

Le réciproquen’eft pas moins vrai ; C’eft- 
à-dire que fi les nombres b & a—nb font 
divifibles par d, le nombre a fera aufli di- 
vifible par d. Car nb pouvant être divifés 
par d, on ne pourroit divifer a—nb par d, 
fi a n'étoit pas divifible de même par d. 


457- 

Nous remarquerons de plus que fi d eft 
le plus grand commun divifeur des deux 
nombres 4 & a—nb, il fera aufli le plus 
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grand commun divifeur des deux nombres 
a & b. Car fi, pour ces nombres.a & 4, 
un divifeur commun plus grand que d pou- 
voit avoir lieu, cé nombre feroit aufi un 
divifeur commun de 4 & a—nb, & par con- 
féquent d ne feroit pas le plus grand divi- 
feur de ces deux nombres; Or nous venons 
de fuppofer d le plus grand divifeur com- 
un à b & à a— zh; donc il faut que d foit 


auffi le plus grand commun divifeur de a 
& de 4. 


458. 


Ces trois chofes étant pofées, divifons, 
füivant la regle, le plus grand nombre a par 
le pluspetit 4 ; & fuppofons le ç 
nous aurons le réfidu a—zb, qui ne peut 
qu'être plus petit que b, Or ce refle a—n# 
ayant le même plus grand Commun divi- 
feur avec b que les nombres donnés a & b, 
On n’a quà recommencer la divifion, en 


uent =, 


divifant le divifeur précédent b par ce ré- 
fidu anb; lé nouveau réfidu quon ob: 
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tiendra, aura encore, avec le divifeur pré 
cédent, le même plus grand commun di- 
vifeur, & ainfi de fuite. 

On re de la même ma- 
niere, jufqu'à ce qu’on parvienne à une di- 
vifion fans refte, c’eft-à-dire où le réfidu 
foit zéro: Soit p ce dernier divifeur, con- 
tenu exaétément un certain nombre de fois 
dans fon dividende; ce. dividende ‘fera 
donc divifible par p, & aura la forme mp5 
ainfi ces nombres p & mp font tous les deux 
divifbles par p, & il eft sûr qu'ils mont 
pas de plus grand commun divifeur, parce 
qu'aucun nombre ne peut être divifé réel- 
lement par un nombre plus grand que lui 
même. Par conféquenr c'eft aufli ce dernier 
divifeur qui eft le plus grand commun di- 
vifeur desnombres propolés a & b, & voilà 
la démonftration de la regle prefcrite; 

460. 

Mettons ici encore um exemple, de # 
même regle, en cherchant le plus grand 

commu 
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Commun divifeur des nombres 1728 & 
2304, Voici l'opération: 

1728|2304|1 
1728 
5761172813 
1728 


o. 

Il s’enfüit de-là que 576 eft lë plus grand 
Commun divifeur , & que le rapport 1728 
a fe réduit à celui-ci, 3:4; c'eft-à- 

ire que 1728 eft à 2304 ti 
RE 7 304 tout comme 3 
mm nm 


CHAPITRE VITE: 


Des Proportions Géométriques. 


461. 


D EUX rapports géométriqués font égaux 


lorf, fc 
que 5 S T Cette é 
Į leurs raifons {ont égales, Cett égas 


lité de r 

të de deux rapports fe nomme une propor. 

zi j NT à A . = 5 

On géométrique ; & on écrit, par exemple 

QD ne T es s 
=c:d ou a:b::c:d, pour indiquer que 

Tome 1, Aa 
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le rapport a:4eft égal au rapport c:d; mais 
on exprime plus fimplement la fignification 
de cette formule, en difant a eft à comme 
c àd, Une telle proportion eft celle-ci, 
8:4—12:6; car la raifon du rapport 8:4 
eft?, & c’eft auf la raifon du rapport 
12:6; 


462. 


Ainfi a:b=—=c:d étant une proportion 
géométrique , il faut qu'une même raifon 
ait lieu des deux côtés, & que =$; & 
réciproquement fi les fraétions p& + font 


égales, on a a:b—c:d. 


463. 

Une proportion géométrique confifte 
donc en quatre termes , tels que le pre- 
mier, divifé par le fecond , donne le méme 
quotient que le troifieme , divifé par le qua- 
trieme. On déduit de-là une propriété im- 
portante, commune à toutes les propor- 
tions géométriques, & qui eft que le produit 
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du premier & du quatrieme terme eft tou- 
Jours égal au produit du fecond & du troifie- 
me; ou plus fimplement, que le produit des 
extrêmes eft égal au produit des moyens. 

464. 
, Prenons , pour démontrer cette proprié- 
té , la proportion géométrique a:i=c: d, 
ge forte que if. Si on multiplie Pune & 
m deea deux fraétions par 4, on ob- 
eu & multipliant de plus par d 

es deux côté i = 
le een à nes Fans = 
des moyens, & ces d ve se ee 
3 ux produits fe trou- 

vent égaux. 


Réciproquement fi les quatre nombres 
a,b,c,d, font tels que le produit des 
deux extrêmes a & d eft égal au produit 
des deux 7 z i 

es deux moyens $ & c, on elt certain qu'ils 


forment une proportion géométrique. Car, 
Puifque ad=be , on n'a qu’à divifer de part 
Aa ij 
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be 


E T DN $ 
& d'autre par d, on aura = pi, ou 
=$, & par conféquent a:b =c:d. 


466. 


Les quatre termes d’une proportion géo- 
métrique, comme a:b=—c:d, peuvent fe 
tranfpofer de différentes manieres, fans que 
la proportion cefle de fubfifter. Car le prin- 
cipal étant toujours que le produit des ex- 
trêmes foit égal au produit des moyens, 
ou ad—bc, on peut dire: 1°. b:a=dic; 


Outre ces quatre proportions géométri- 
ques, on peut en déduire encore d’autres 
de la même proportion, a:b=c:d. On peut 
diré: a—-b:a, ou le premier terme plus 
le fecond , eft au premier, comme le troi- 
fieme-le quatrieme eft au troifieme , celt- 
à-dire , a+b:a=c-dic, 

On peut enfuite dire: le premier — le 
fecond eft au premier comme le troifieme 
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—le quatrieme eft au troifieme, ou bien 
a—b:ac—dic. 

Car fi l’on prend le produit des extrêmes 
& des moyens, on a ac—be—ac—"ad, ce 
qui revient évidemment à l'égalité ed==bc. 

Enfin il eft facile auf de démontrer que 
aH-bib==c+-did ; & que a—b:è= 

468. 

Toutes les proportions que nous avons 
vu dériver de a:b=—t:d , peuvent fe repré- 
fenter de la maniere générale qui fuit: 

ma=-nb:pa-gb—=mcnd:pc+-qd. 

Car le produit des termes extrêmes eft 
mpacnpbc-mgad+-ngbd, ou , puifque 
ad—bc, ce produit devient mpac—-npéc 
=Emgbc-ngbd. De plus le produit des ter- 
mes moyens eft mpac-+mqbc+npad+ngbd, 
où , à caufe de ad—bc, il eft mpac-mgbc 
=nphengbd, ainfi ces deux produits font 
égaux. 


469. 
Il eft donc clair qu’une proportion géo- 
métrique étant donnée, par exemple, 6:3 


Aa ij 
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Æ=10:$ , on peut en déduire une infinité 
d’autres de celle-ci, Nous n’en mettrons ici 
que quelques-unes. 
3:6=5:103 6:10=—=3:$ ; 9:6—15:10; 
3:3—= 553 9153: ; 9:3=15 5 $- 


470. 

Puifque dans toute proportion géomé- 
trique le produit des extrêmes eft égal au 
produit des moyens, on peut, les trois pre- 
miers termes étant connus, trouver par leur 
moyen le quatrieme. Soient les trois pre- 
miers termes 24:15 ==40 à. comme le 
produit des moyens eft ici 600 , il faut que 
le quatrieme terme multiplié par le premier, 
c'eft-à-diré par 24, fafle pareillement 600; 
par conféquent en divifant 600 par 24, le 
quotient 25 fera le quatrieme terme cher- 


ché, & la proportion entiere fera 24:15 
= 40:25. En général donc, fi les trois pre- 
miers termes font ab=c:... on mettra d 
pour la quatrieme lettre inconnue ; & puif 
qu'il faut que ad=bc , on divifera de part 
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& d'autre par a, & onaura d="£, Ainfi 
le quatrieme terme eft =+5, & on le troù: 
ve en multipliant le fecond’ terme parle 
troifieme , & en divifant ce produit par le 
premier terme, 


471. 


Voilà le fondement de cette regle de trois 
fi célebre dans larithmétique ; car que cher- 
che-ton dans cette regle ? On fuppofetrois 
nombres donnés, & onen cherchæun qua: 
trieme qui foit avec ceux-là en proportion 
géométrique ; de façon que le premier foit 
au fecond comme le troifieme eft au qua- 
trieme. 


472. 

Quelques circonftances particulieres fe 
préfentent à remarquer ici. 

Dabord, fi dans deux proportions les 
premiers & les troifiemes termes font les 
mêmes, comme dans a:b—=c:d & a:f—c:p, 
je dis que les deux feconds & les deux qua- 


triemes termes feront aufi en proportion 
Aa iv 
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géométrique, & que 2:d=fie. Car la pre- 
miere proportion fe transformant en celle- 
ci, ac=bid, & la feconde en celle-ci, a:c 
== fig, il s'enfuit que les raifons bid. & fig 
font égales, puifque chacune d'elles eft 
égale à la raifon a:c. Par exemple, fi ;:100 
2:40, & 5115216, il faut que 100:40 
==15:6, 

Mais fi deux ie font telles que 
les termiès moyens font les mêmesdans l'une 
& dans l’autre, je dis que les premiers ter- 
mes feront en raifon inverfe avec les qua‘ 
triemes. C'eft-à-dire , fi acid, & fib 

il s'enfuit que a:f—p2"d. Soient, par 
exemple, les proportions 24:8—9:3, & 
6:8—09:12, on aura 24:6—12:3: La raifon 
en eft évidente: la premiere proportion 
donne ad=bc ; la feconde donne fg=bc ; 
donc ad=fy, & a:f=pid, ou a:g=fid. 

474. 

Deux proportions étant données, on peut 

toujours en faire une nouvelle, en multi- 
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pliant féparément le premier terme de Pune 
Par le premier. terme de l’autre , le fecond 
par: le fecond, & ainfi des autres termes. 
C'eit ainfi que les proportions a:/—c:d & 
ef—=gh fourniront celle-ci., ae:bf=co:dhe 
Car la premiere donnant «de, & la fe- 
conde donnant e—f#, on aura auf adek 
=bcfe. Or adeh eft le produit des extré- 
mes, & befo elt le produit des moyens 
dans la nouvelle proportion; ainfices deux 
produits érant égaux, la proportion eft 
Vraie, 

475. 

Soient , par exemple, les deux propor- 
tions „6:4 =—=15:10 & 912—15:20, leur 
combinaifon donnera la proportion, 6.9:4 
‘12—1$.16:10.20, 

OU $4:48—225:100, 
ou "9:8— 9 :8. 


476. 


Nous obferverons enfin que:fi deux pro- 
À 


3 p 4 
Quits font égaux, comme a 


ze, on peut 
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réciproquement convertir cette égalité en 
une proportion géométrique: 

On a toujours l'un des faéteurs du pre- 
mier produit à un des faéteurs du fecond 
produit , comme l’autre faéteur du fecond 
produit à l’autre faéteur du fecond produit; 
c’eft-à-dire, dans notre cas a:c=b:d , où 
ab=cd, Soit 3.8—4.6 ; on en formera 
cette proportion, 8:4—6:3 , ou celle-ci, 
3: i8. De mêmefi 3.5 —1.1$ ; òn aura 
a ou EEEE 
ee 


CoA PIER EI A 


Remarques fur les Proportions G far leur 


p; 
u, age. 


C ETTE théorie eft tellement néceffaire 
dans la vie commune , que perfonne pref 
que ne peut s'en pafler. Il y a toujours pro- 
portion entre les prix & les marchandifess 
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& quand il eft queftion de différentes ef- 
Peces de monnoie , tout fe réduit à déter- 
Miner les rapports qui font entrelles. Les 
exemples que ces réflexions nous fourni 
fent, feront très- propres à éclaircir les prin- 
ci tipes des proportions, & à en faire voir 

Lutilité dans l'application. 


478. 
Onvoudroit favoir , par exemple, le 
fapport entre deux efpeces de monnoie: 


fuppofons un louis d'or vieux & un ducat; 
il faudra voir d’abord a ces ces es 


f un louis vieux valant à Berlin 


5 
3 


ri) als ,; fon ré ux valeurs à 
une. même. efpece; foit à des rixdal les, ce 
Qui donne la proportion 1 L. : 1 D TR 
53 Re ou —16:9; foit à des gros, daus 
lequel cas on auroit 1 L.+1 D. - 128:72 
= 16 : 9. On voit que ces proportions don- 
Rent le rapport juke du louis vieux au duc 
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car l'égalité des produits des extrêmes & 
des moyens donne dans l'une & dans Pautre 
9 louis —16 ducats; & au moyen de cette 
comparaifon on pourra changer en ducats 
une fomme quelconque de louis d’or vieux; 
& réciproquement. Suppofez qu'on demai- 
de combien 1000 louis vieux font en ducats, 
vous ferez cette regle de trois: 9 louis font 
16 ducats; que font 1000 louis? & vous 
répondrez, 1777 - ducats. 

Que fi l'on démandoit, au contraire , 
combien 1000 ducats font de louis d'or 
vieux, il faudroit faire cette regle de trois: 
16 ducats font 9 louis ; que font 1000 du- 
cats? réponfe, 5625 louis d'or vieux. 


479: 

Ici (à Saint-Pérersbourg) la valeur dú 
ducat varie & dépend du cours du changé: 
Ceft ce cours qui détermine la valeur du 
rouble enftuvers ou fous de Hollande , del- 
quels 105 font un ducat. 

Ainfi quand le change et à 45 fluverss 
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on a cette proportion, 1 rouble: r ducat 
45 110$ —3:7; & de-là l’égalité:7 rou- 
bles —3 ducats: 

On trouvera par-là combien un ducat 
fait en roubles; car 3 ducats:7 roubles 
1 ducat: .... réponfe, 27 roubles. 

Si le change étoit à so ftuvers, on auroit 
cette proportion, 1 rouble:'t ducat —50 
110$ =10:21 , ce qui donneroit 21 rou- 


bles —10 ducats; & on auroit 1 ducat—2" 
To 


roubles. Enfin, quand le change eft à 44 
ftuvers ,on a 1 rouble: 1 ducat:— 44:1053 
& par conféquent ı ducat Z roubles 
=2 roubles 38 Z copeckes, 


480. 

Il s'enfuit de-là qu’on peut aufli compa- 
rer enfemble plus de deux efpeces de mon- 
noie , ce qu'on a très-fréquemment occafion 
de faire dans les lettres de change. Sup- 
Pofons, pour en donner un exemple, que 
Quelqu'un d'ici ait 1000 roubles à faire 
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payer à Berlin, & qu'il veuille favoir com- 
bien cette fomme fait en ducats à Berlin. 

Le change eft ici à 47%, c'eft-à-d. qu'un 
rouble fait 47 £ ftuvers. En Hollande, 20 
ftuvers font un florin ; 2+ florins de Hol- 
Jande font une rixdale de Hollande. De 
plus le change de la Hollande avec Berlin 
eft à 142, Ceft-àdire que pour 100 rix- 
dales hollandoifes on paye à Berlin 142 
rixdales, Enfin le ducat vaut à Berlin 3 
rixdales. 


AST. 


Pour réfoudre maintenant la queftion 
propofée, allons pas à pas. En commen- 
çant donc par les ftuvers , puifque 1 rouble 
= 47 + ftuvers, ou 2 roubles —9; fluvers, 
nous ferons 2 roubles:9$ ftuvers = 1000... 
réponfe, 47500 ftuvers ; & fi nous allons 
plus loin & que nous difions , 20 ftuvers 
:1 florin = 47 5 00 fluvers:.... nous aurons 
2375 florins. 

De plus, 25florins = 1 rixdale hollan- 


t 
2 
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doife , ou ș florins — 2 rixdales hollandoi- 
fes ; on fera donc ÿ florins: 2 rixdales hol- 
landoifes=—= 2375 florins:. .. réponfe, 950 
rixdales hollandoifes, 

Prenant enfuite les écus de Berlin fuivant 
le change à 142, nous aurons-100 rixdales 
hollandoifes:142 rixdales —9$0:au quas 
trieme terme, 1349 rixdales de Berlin. Pa£ 
fons-enfin aux ducats, & difons 3 rixdales 


+1 ducat—1349 rixdales à... rép, 449$ 


ducats. 


482. 


Suppofons, pour rendre ces calculs en- 
core plus complets , que le Banquier de 
Berlin fafle difficulté , fous quelque pré- 
texte que ce foit, de payer cette fomme, 
& qu'il ne veuille acquitter la lettre de 
Change qu’à raifon de cinq pour cent de 
rabais , c'eft-à-dire en ne payant que 100 
au lieu de 105, il faudra encore faire cette 
tegle de trois: 105: 100— 449% à un qua- 
tfieme terme , qui eft ps ducats, 
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Nous venons de voir qu'on avoit Fee 
de fix opérations en fe fervant de la regle 


de trois ; or on a trouvé moyen d'abréper 
extrêmement ces calculs par la regle qu’on 
nomme regle de réduélion. Pour expliquer 
cette regle , nous confidérerons d’abord ley 
deux antécédens de chacune des fix opê- 
rations précédentes: 
I.) 2 roubles : 95 ftuvers. 

IL) 20 ftuvers : eia flor, holl. 

HL) -5 flor.holl.: 2 rixd. holl. 

IV.) roortixd. hol.: 142 rixd. 

V:) -3 rixdales: 1 ducat. 

VI.) 105 ducats : roo ducats. 

Si nous repaffons à préfent fur les calculs 
ci-deflus , nous remarquerons que nous 
avons toujours multiplié la fomme propo- 
fée par les feconds termes, & que aon 
avons divifé les produits par les premiers 
termes ; il eft donc clair qu'on parviendra 
au même réfultat, én multipliant la fommé 

propoice 
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Propofée toute d’une fois, par le produit 
de tous les feconds termes > & en divifant 
Par le produit de tous les premiers termes, 
Ou, ce qui revient au même , qu'on naura 
qu’à faire la regle de trois fuivante: com- 
me le produit de tous les premiers termes 
eft au produit de tous les feconds termes, 
ainfi le nombre de roubles donné eft au 
nombre de ducats payables à Berlin, 


484- 

Ce calcul s’abrege encore davantage ; 
Quand parmi les premiers termes il sen 
trouve qui ont des divifeurs communs avec 
quelques-uns des feconds termes; car dans 
ce cas on efface ces termes, & on met à 
la place les quotients provenus de ladivifion 
par ce divifeur commun, L'exemple précé- 


dent prendra de cette maniere la forme 
qu’on va voir: 
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Roubles z. 1947 ftuv. 1000 lois 
api flor. holland. 
A z rixd. holland. 
100. 142 rixd. 
3: r duc. 
gÿ.21. y zġ% duc. 


= 10pD dus 


7)26980. 


9385 4C2« 
428(2. Rép. 4287 


1Qe 
AO ĵe 
“2 PE T E 

L'ordre qu'il faut fuivre en fe fervant de 
la regle de réduétion eft celui-ci: on com- 


ERA 
mence par l’efpece de monnoie dont il eft 
queftion, & on la compare avec une autre 
qui doit commencer le rapport fuivant, dans 


lequel on compare cette feconde efpece 
avec une troifieme, & ainfi de fuite ; de 
façon que chaque rapport commence par 
Y'efpece par laquelle le rapport preceden 
finifloit ; on continue de même jufqu'à ce 


DALGEBRE, 387 
qu'on arrive à l’efpece fur laquelle on de- 
mande la réponfe, & à la finontient compte 
encore dés faux fr 

406. 
Donnons encore d'autres exemples , afin 
de faciliter la pratique de ces opérations, 
Siles ducats gagnent à Hambourg 1 pout 
cent fur deux rixdales de banque, c'eft-à2 
dire que ṣo ducats valent , non pas 100, 
mais ror rixdales de banque, & que le 
change entre Hambourg & Konigsberg 
foit 119 gros de Pologne, c'eft-à-dire que 
1 rixdale banco fafle 119 gros polonois, 
combien feront 1000 ducats en florins poloa 
nois? 30 gros polonois font r florin polon. 
Ducat ı : -z rixd. B°. 1000 duc, 
ror rixd: B°, 
119 gr. pol. 
1 flor. pol, 


12019 = 10$ duc. is 
3)120190. 


5)40063(1. 


8012(3. Rép, 80124 fl; ps 


3 
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487. 

On peut auffi abréger encore un peu da= 
vantage , en écrivant le nombre qui fait le 
troifieme terme au- deflus du fecond rang ; 
car alors le produit du fecond rang, divifé 
par le produit du premier rang, donnera 
la réponfe défirée. 

Queftion. On fait venir à Leipfig des 
dücatsd’Amfterdam, ayant cours dans cette 
derniere ville à raifon de $ flor. 4 ftuvers 
courans, c'eft-à-dire que 1 ducat vaut 104 
ftuvers , & que ș ducats valent 26 florins 
hollandois. Si donc l’agio di B°. eft à Amf- 
terdam de ÿ pour cent, c'eft-à-dire que 
105 courans faffent 100 de banque , & que 
le change de Leipfg à Amiterdam , en 
argent .de banque, foit 133; pour cent, 
c'eft-à-dire que pour 100 rixdales on paye 
à Leiphg 1333 rixdales; enfin 2rixdales de 
Hollande faifant ș florins de Hollande, on 
demande combien , fuivant ces changes, 
il faudra payer de rixdales à Leipfig pour 
1000 ducats ? 
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s.1666 ducats. 


Ducats # 26 fl. holl. cour, 
29g.21 : 420.166 flor. holl. B°. 

y : z rixd. B°. 
gop.: 533 rixd. à Leipf. 


21 : 3)55432(1. 
7)18477(4e 


2639. 


Rép. 2639 Srixdales, où 


2639 rixdales & 15 
bons gros. 


CHACE PSEPRPE SX 
Des Rapports compofés, 
438. 


Ox obrient des rapports compolés, en 

multipliant par ordre les termes de deux 

ou de plufeurs raïfons , les antécédens par 

les antécédens, & les conféquens par les 
Bb iij 
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conféquens ; & on dit alors que le rapport 
entre ces deux produits eft compofé des rap- 


ports donnés. 
C'eft ainfi que les rapports a:b, c:d,e:f 


donnent le rapport compofé ace: bdf (*). 


489. 

Une raifon reftant toujours la même, 
quand, pour l'abréger, on divife fes deux 
termes par un même nombre, on peut fa- 
ciliter beaucoup la compoñition ci- deffus 
en comparant les antécédens & les confé- 
quens dans le deffein de faire de telles ré- 
duétions, ainfi que nous l'avons fait dans 
le chapitre précédent, 

Voici, par exemple, comment on trouve 
le rapport compofé des rapports donnés 
qui fuivent. 


(*) Chacune de ces trois raifons eft dite être une dés 


racines de Ja raifon compofée, 
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Rapports donnés. 
12:25, 28:395 & 55:56. 
12,432 © $Z. 
a8 REEN 
Fi S AN 
2 HER 
Donc 2:5 eft la raifon compofée qu'on 
cherchoit. 
490. 

Le même procédé a lieu, quand il s'agit 
d'opérer en général fur des lettres; &c le 
cas le plus remarquable eft celui où chaque 
antécédent eft égal au conféquent de la 
raifon précédente, Si les raifons données 
font 


: € 
e a ÿ 


la railon compofée eft 1:15. 


Bb iv 
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491. 


On verra l'utilité de ces principes, en 
remarquant que deux champs quarrés ont 
entreux un tel rapport, compofé des rap- 
ports des longueurs & des largeurs. 

Soient, par exemple, les deux champs 
A & B ; que À ait $oo pieds de longueur 
fur 6o pieds de largeur, & que la longueur 
de B foit de 360 pieds, & fa largeur de 
100 pieds; le rapport des longueurs fera 
500:360, & celui des largeurs 60:100, 
Ainfi l’on a 

3885 : 6,766 
p : zop 


E 
Donc le champ 4 eft au champ Æ comme 
5å6 


492. 


Autre exemple. Soit le champ À long 
de 720 pieds, large de 38 pieds ; le champ 
B long de 66o pieds, & large de go pieds; 
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on compofera les rapports de la maniere 
qui fuit : 

Rapport des long. 426,8 = :415,66,646e 
Rapport des larg. 888 2 : pp 


Rap. des champs 4 & B 16 : 15e 


493. 


De plus, sil s'agit de comparer deux 
chambres relativement à l’efpace ou au con- 
tenu, on obfervera que ce rapport eft com- 
pofé de trois rapports ; favoir, de celui des 
longueurs, de celui des largeurs & de celui 
des hauteurs. Soit, parexemple, la cham- 
bre À, dont la longueur —=36 pieds, la 
largeur = 16 pieds, & la hauteur —14 
pieds; & la chambre 2 , dont la longueur 
=42 pieds, la largeur =24 pieds, & la 
hauteur —10 pieds; on aura çes trois 
rapports ; 

pour la longueur 36,6  : 42,4 
pour la largeur 26,42 : 244 
pour la hauteur 142 3 2452 


$> 
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Ainf le contenu de la. chambre 4 eft au 
contenu de la chambre B comme 4 à 5. 


494. 

Lorfque les raifons qu'on compofe de 
cette maniere font égales , il en réfulte des 
raifons multiples. Savoir, deux raifons éga” 
les donnent une raifon doublée ou guarrée; 
trois raifons égales produifent la zai/on iri- 
plée ou cubique, & ainfi de fuite. Par exemp. 
les- raifons azb & a:b donnent la raifof 
compofée aa:bb ; c'eft pensaer lon dit 
que les quarrés font en raifon doublée de 
leurs racines. Et le rapport a:4 multiplié 
trois fois „donnant le rapport a? : 4? „on dit 
que les cubes font en raifon triplée de leurs 
racines. 

495: 

On enfeigne dans la Géométrie que deux 
efpaces ee font en raifon doublée 
de leurs diametres ; cela fignifie qu'ils font 
lun à Pautré dans le rapport des quarrés 
de leurs diamétres. 
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Soit Æ un tel efpace dont le diametre 

45 pieds, & Z un autre efpace circu- 

laire dont le diametre = 30-pieds ; le pre- 

mier efpace fera au fecond comme 45:45 

à 30.30, ou, en compofant ces deux rai- 
fons égales, 

E793 : 4 He 


45593 © 7 


Donc ces deux aires font entr’élles comme 


9 à 4. 


496. 


On démontre aufi que les folidités des 
fpheres font en raifon cubique des diame- 
tres de ces globes. Ainfi le diametre 
globe À étant 1 pied, & le dia 
globe B étant z pieds , la folidité de 
à celle de Z comme 1? :2°^; ou comme 
Là 8, 

Si‘donc ces fpheres font, d'une. même 
matiere , la fphere B pefera 8 fois autant 
que la fphere 4, 
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497- 


On voit qu’on peut trouver par-là le poids 
des boulets de canon , leurs diametres & 
le poids d’un feul étant donnés. Soit, par 
exemple, le boulet À dont le diametre = 2 
pouces, & le poids =; livres, & qu’on 
demande le poids d’un autre boulet dont 
le diametre feroit de 8 pouces, on aura 
cette proportion, 2° : 8° =ș ; au quatrie- 
me terme , 320 liv. qui indique le poids du 
boulet 2. On auroit pour un autre boulet 
C , dont le diametre feroit — 1 § pouces, 

22:15 —5:.... Rép. 2109% iv. 


498. 

Quand on cherche le rapport de deux 
fraêtions, comme $:$, on peut toujours 
exprimer en nombres entiers; car on na 
qu'à multiplier les deux fraétions par bd, 
on obtiendra le rapport adibe qui eft égal 
à l'autre, & d’où réfulte la proportion £:5 


ad; be, Si donc ad & be ont des divifeuts 
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communs , le rapport pourra fe réduire à 
: s . 25 
de moindres termes, C’eft ainfi que 2:36 


= 1$:36:24:2$—=9:10. 


499: 


On voudroit favoir encore quel eft le 
rapport des fraétions £ & 7; il eft clair qu'on 
aura£:!—#:a; ce qu'on exprime en di- 
fant que deux fraétions qui ont lunité pour 
numérateur, font en raifon réciproque ou 
inverfe de leurs dénominateurs. On dit la 
même chofe de deux fraétions qui ont un 
même numérateur quelconque ; car $:$ 


ha. Maïs fi deux fraétions ont leurs dé- 


T b 
nominateurs égaux, commeź:%, elles font 
en raifon direële des numérateurs,, favoir, 


DT 613 Ga: 
comme a:b. Ainii i =g mE, 


SON T ae 
&= 7 —10:1$ ; OU —2:3. 


$00. 


On a remarqué dans la chute libre des 
Corps , qu'un corps tombe de 15 pieds dans 
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inè feconde ; que dans deux fecondes dë 


» oi le 
temps il tombe de la hauteur de 6o pieds» 


& que dans trois fecondes il tombe de 135 
pieds; on en a conclu que les hauteurs font 
entr'elles comme les quarrés des temps 
& que réciproquement les temps font en 
raifon fous-doublée des temps, ou comme 
les racines quarrées des temps. 

Si donc on demande combien de temps 
il faut à une pierre pour tomber de la hau- 
teur de 2160 pieds; on aura 15:2160—1 
au quarré du temps cherché. Ainfi le quarré 
du temps cherché eft 144, & par confé- 
quent le temps qu'on demande eft 12 fe” 
condes. 

50i. 

On demande combien de chemin, où 
quelle hauteur, une pierre pourra parcou* 
tir en tombant pendant une heure de tems ; 
ceft-à-dire en 3600 fecondes? On dira 
donc, comme les quarrés des temps, cett 
à-dire 1°:4600° ; ainfi la hauteur donn 


15 pieds, à la hauteur cherchée, 
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? 12960000—1$ 2194400000 haut". 
cherchée. 


194400000. 

Si nous comptons maintenant 18000 
pieds pour une lieue, nous trouverons cette 
hauteur de 10800, & par conféquent près 
de quatre fois plus grande que le diametre 
de la Terre. 


502. 


à RES En 

J! en eft de même à l'égard du prix des 
Pierres précieufes, lefquelles ne fe vendent 
pas dans la proportion des poids ; tout le 
monde fait que ces prix füivent un plus 

ra je: 7 q 4 

grand rapport. La regle pour les diamans 
et, que le prix eft en raifon quarrée du 
poids, c’eft-à-dire que le rapport des prix 
€ft égal à la raifon doublée des poids. On 
ue le poids des diamans en carats, 

ün carat vaut 4 grans; fi donc un dia- 
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mant d’un carat vaut 10 liv. un diamant 
de 100 carats vaudra autant de fois 10 
livres , que le quarré de 100 eft plus grand 
que 1 ; ainf on aura, fuivant la regle de 
trois , 

1°: 100—10liv.: 
Ou 1 : 10000 =10:.... Rép. 100000 liv. 


Il y a un diamant en Portugal qui pefe 
1680 carats; fon prix fe trouvera donc en 
faifant 

a 


1 1680% =10 liv.: as.. ou 
1 :2822400 —10 : 28224000 liva 


503. 

Les poftes fourniffent affez d'exemples 
de rapports compofés , parce qu’elles fe 
payent en raifon compofée du nombre des 
chevaux & de celui des lieues on des poites. 
Par exemple , un cheval fe payant 20 fous 
par pofte , qu'on veuille favoir ce qu’on 
aura à payer pour 28 chevaux & pour 4 

poftes? 


DAÅLGËËRË AG 
poftes? On écrira d'abord le rapport-des 
chevaux, X 285 
fous ce rapport on mettra celui 
des,poftes,. == iima 9 
& compofant les deux rapports, 
on aura 


ou 1:126—1 liv. à 126 fr.ou 4uécus. 
Autre gueffion. Sion paye un ducat pour 
huit chevaux par trois milles d'Allemagne, 


combien coûteront trente -chevaux pour 
quatre milles ? On fera le calcul fuivant : 


LD 
r duc. : au 4°. terme, qui 
fera ș duca 
joq: 

La même compøfition des rapports fe 
Préfente, quand il eft quéftion de payer 
des Ouvriers, puifque ces payemens fui- 
Vent ordinairement la raïfon compofée du 
nombre des Ouvriers & de celui des jours 


Qu'on les a employés 
Tome I Ce 
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Sion donne , par exemple , 25 fous par 
jour X un Maçon, & qu'on demande ce 
i àvi ns 
qu'il faudra payer à vingt-quatre se 
qui auront travaillé pendant $o jours? On 


fera ce calcul: 
1:52%4 
r:o 
an a 
: 1200—25: 
25 
20)30000( 1 $ 00: 
Comme dans ces fortes d'exemples of 
a cinq données , on nomme dans les livres 
d'Arithmétique regle de cinq, celle qui 
fert à téfoudre ces queftions. 


1500 francs 
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CAHPACPSIET R E SL 
Des Progreffions géométriques: 


505; 


Uv fuite de nombres qui deviennent 
toujours un même nombre de fois plus 
Brands ou plus petits , fe nomme une pro- 
greffion géométrique ; parce que chaque 
terme eft conftamment au fuivant dans le 
Même rapport géométrique. Et le nombre 
qui indique combien de fois chaque terme 
eft plus grand que le précédent, s'appelle 
l'expofant: Ainfi, quand le premier termé 
eft 1 & l'expofant — 2, la progreflion géo: 
métrique devient: 

Termes 15253» 4555 65.75 85 9 8s 
Progr: 1,1,4,8,16,32,64,128, 256 &ca 
les nombres 1, 2, 3 &c. marquant toux 
Jours les quantiemes termes de la progre% 
fon, 


Ce jį 
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506. 


Si on fuppofe, en général, le premief 
terme =a & l’expofant =b, on a la pro- 
greflion géométrique fuivarte : 

1,253; 45 53 Ós 7s Bon 
Progr. aab ab? ,ab’ ,ab* ab ab,ab”.. abrt, 

Ainf, quand cette progreffion eft de z 
termes, le dernier terme eft al". Il 
faut remarquer ici, que fi l'expofant $ eft 
plus grand que Punité , les termes augmen- 
tent continuellement; que fi l'expofanti—=r, 
les termes font tous égaux; enfin, que fi 
l'expofant à eft plus petit que 1 , où qu'il ait 
une fraction , les termes décroiflent fans 
cefle. Ainfi quand a=1 & b=}, on a 
cette progreflion géométrique : 


li dés DÉTIENT - 

lo 39 42:82:16) 319 642 128? &c. 
507. 

Ici fe préfentent donc à confidérer : 


J.) Le premier terme que nous avons nom 
mé a. 
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IL.) L’expofant, que nous appellons b. 
II.) Le nombre destermes , que nous avons 

indiqué par n. 

IV.) Le dernier terme , que nous avons 
trouvé = ab", 

Ainfi , quand les trois premieres de ces 
parties font données, on trouve le dernier 
terme, en multipliant par le premier terme 
a la n—1° puiflance de b, ou #1, 

Si on demandoit donc le so° terme de 
la progreffion géométrique 1,2, 4, 8, 
&c. on auroit «1, —2 & n—50; 
par conféquent le $0° terme =2*°. Or 2? 
étant =51 2; 2° fera 1024. Donc le 
quarré de 2'°, ou 2°, —1048576, & le 
quarré de ce nombre , ou 10995 11627776 
=2*°, Multipliant donc cette valeur de 
2*° par 2? ou par $12, on a 2°? égalant 
562949953421312 


> 

508. 
Une des principales queftions qui fe pré- 
fentent dans cette matiere, c’eft de trouver 


Cc ij 
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la fomme de tous les termes d’une pro- 


greffion géométrique ; nous allons donc en 
expliquer la méthode. Soit donnée d’abord 
la progreffon fuivante, compofée de dix 
termes: 
1,2,4:8,16, 32, 64,128,256, 512, 
dont nous indiquerons la fomme par /, de 
forte que: 
=1+2+4+8416+324+64+128+256 
“512, nous aurons, en prenant le double 
de part & d'autre, 224-448-1632 
641282561024. Otant de ceci 
la progreflion indiquée par /, il refte 
f=1024—1 =1023 ; donc la fomme 
cherchée = 1023. 


509. 

Suppofons maintenant que dans la même 
progreflion le nombre des termes foit indé- 
terminé & =n , de façon que la fomme en 
queftion, ou f, foit —1+-2-+-2° +21 +2? 
ve 271, Si on multiplie par 2, On a 2/—2 


hat prsa & fouftrayant de 
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cette égalité la précédente, ona /—27—1. 
On voit donc que la fomme cherchée fe 
trouve, en. multipliant le dernier terme, 
2"-1, par l’expofant 2 , afin d’avoir 2"; & 
en fouftrayant de ce produit l'unité. 


510. 


Cela devient encore plus, clair parles 
exemples fuivans, où nous fubftituerons 
fucceffivement à n les nombres 1, 2,3, 
4 XC 
113 1423; 142447; 1424448 
S15 ; 22448631 5 14-24 
816-3263, &cc. 


STI. 


On propofe ordinairement dans cette 
matiere la queftion qui fuit: Un homme 
propofe de vendre fon cheval par les cloux, 
qui font au nombre de 32; il demande 1 
liard pour le premier clou , 2 liards pour 
le fecond clou, 4 liards pour le troifieme 
clou, 8 liards pour le quatrieme, & ainfi 

Cc iv 
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de fuite , en demandant pour chaque clou 
le double du prix du précédent. On de- 
mande quel feroit le prix du cheval à 

Cette queftion fe réduit évidemment à 
trouver la fomme de tous les termes de la 
progreflion géométrique 1,2, 4, 8,16, 
&c. continuée jufqu’au 32° terme. Or ce 
dernier terme eft 2°"; & comme nous avons 
trouvé plus haut 2} —1048576 , & 2'° 
t024 , nous aurons 2°°.21°=—2/° égal à 
1073741824; & en multipliant encore par 
2, le dernier terme 2° =2147483648 ; 
en doublant donc ce nombre & en retran- 
chant l’unité du produit, la fomme cher- 
chée devient 4294967295 liards. Ces liards 
font 1073741823 fous, & divifant par 20 
on a 53687001 liv. 3 f. o den, pour le prix 
cherché, 


$12. 


Soit à préfent l'expofant —3, & qu'il 
s'agifle de trouver la fomme de la progref- 
fion géométrique 1, 3, 9, 27, 81 5 2433 
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729 , compofée de 7'termes. Suppofons-la 
Pour un moment =f, de forte que 
J=1 43-927 81243 +720: 
Nous aurons, en multipliant par 3: 
3/=3+-9—+-274-814-243- 729-2187. 
Et fouftrayant la férie précédente , nous 
avons 2/—2187—1—2186. Ainfi le double 
de la fomme eft = 186, & par confé- 
quent la fomme cherchée 1093, 


£ 
$13. 

Soit dans la même progreffion le nombre 

destermes=", & la fomme =f; de forte 

2 2 dajsa CEE 

QUE NPA A ES 
Si on multiplie par 3, on a 3/—3—+3 

F33... 37. Souftrayant de ceci 

là valeur de f, comme tous les termes de 


celle-ci , excepté le premier, détruifent 
tous les termes de la valeur de 3/, ex- 
cepté le dernier , on aura 2/—=3*—1; 


STE à ” 
donc /— SE . Ainfi la fomme cherchée 


fe trouve èn multipliant le dernier terme 
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par 3, en fouftrayant r du Produit, & en 
divifant le refte par 2, C’eft ce qu’on voit 
aufli par les exemples fuivans: 1=1 ; 14-3 
4 Hom 13 ; 14+3+9 
27 == 40; 13-0278 


ass an 


= —l2l. 


514. 

Suppofons maintenant , en général, le 
premier terme =a, lexpofant —&, le 
nombre des termes =z, & leur fomme 
—f, en forte que 
[=a ab Lab ab’ —ab* =- van e GORTA 

Si nous multiplions par #, nous avons 
B[—=ab+al “ab? —ab* ab’ +... ab", 
& fouftrayant légalité précédente il refte 
(b—1)/=ab"—a; d'où nous tirons faci- 

ab" —a 
lement la fomme cherct hée = — .Par 
conféquent la fomme d’une progreffion géo- 
métrique quelconque fe trouve, fion mul- 
tiplie le dernier terme par l'expofant de l2 
progrefion , qu'on fouftraie du produit le 
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Premier terme & qu'on divife le refte par 
lexpofant diminué de l'unité, 


515: 


Soit une progreffion géométrique de fept 
fermes , dont le premier —3 , & que l'ex- 
Pofant foit —2, on aura «43, 42 & 
n=—7 ; donc le dernier terme = 3.2°, ou 
3:64—192 ; & laprogreflion entiere fera 

3» 6, 12, 24, 48, 96, 192. 

Si de plus on multiplie le dernier terme 
492 par l’expofant 2, on a 384; ôtant le 
Premier terme 3 , il refte 38r; & divifant 
ceci par —1 où par 1, on a 381 pour la 
fomme de toute la progrefon, 


516. 


Soit encore une autre progreffion géo- 
métrique de fix termes, que 4 en foit Je 
Premier, & que lexpofant foit — 


Progreflion eft 
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24 
$ 
ofant?, nous aurons ©; la fouftra&tion 
P 29 


16 ? 
. . 66 > 
du premier terme 4 laiffe le refte® , quis 


Multiplions ce dernier terme% par l'ex- 


771 66 
divifé par &—1=?, donne —835. 


S 17: 

Lorfque l’expofant eft plus petit que 1, 
& que, par conféquent , les termes de la 
progreflion vont toujours en diminuant, 
on peut indiquer la fomme d’une telle pro- 
greffion décroiffante qui iroit à l'infini. 

Soit, par exemple, le premier termé 

I 


=1 , l’expofant =}, &la fomme—/, en 


forte que: 
PRE RE RE HE ec 
ans fin. 

Si on multiplie par 2, on a 
fai, es 
fans fin. 

Et fouftrayant la progreffion précédente, 
il refte /—2 pour la fomme de la progrefr 
fion infinie propafée, 
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518. 
Sile premier terme —1, l'expofant = 
& la fomme —/; de façon que 


iii +++, &c. à l'infini, 


On multipliera le tout par 3 , on aura 


3/=3+145 +5 +2 +4 ce. à l'infini; 
& fouftrayant la valeur de /, il rete 2f 


r 
39 


=}; donc la fomme f—1;. 


519. 

Qu'on ait une progreffion dont la fomme 
—f, le premier terme —2, l'expofant—i; 
de façon que 
f=2HÉR FE ++, cc. à l'infini. 
Multipliant par # on aura = + 2 +3 
Iena HS, &c. fans fin. Or fout- 
trayant la progreffion f; il refte 2 ÿ =$ 
donc la fomme cherchée —8. 


? 


$20. 
Si on fuppofe, en général, le premier 
terme =a, & l'expofant de la progreffion 
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—#, de maniere que cette fraétion foit plus 
petite que t, & par conféquent c plus grand 
que b; voici comment on trouvera la fom- 
me de cette progreflion pouflée à l'infini: 
on fera 

at pab’ ab ab* À 

PE H ke 


fans fin. 


LE è 
Multipliant par, on aura 


b ED ab , ab* FRE 
LEE + z + 3 -H = &c. à l'infinis 

Et fouftrayant certe égalité de la précé- 
dente , il refte a= +) f=a 


a 
Par conféquent [=—7. 
ps4 


Si on multiplie les deux termes de cetté 
fra@ion par c, on a /—*5: La fomme dé 
la progreffion géométrique infinie propofée 
fe trouve donc en divifant le premierterme 
a par 1 moins l'expofant, ou bien en mul- 
tipliant le premier terme a par le déhomina* 
teur de l'expofant , &'en divifant le produit 
par le même dénominateur diminué du nu* 
mérateur de l’expofant. 
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12 


On trouve de la même maniere les fom- 
mes des progreffons , dont les termes font 
affeétés alternativement des fignes + & —. 
Soit, par. exemple, 

Re: Be ab’ a b* 
J=a Rs d er 2 &c. 


c [4 c 


Si on multiplie pär£, on a 

MAPS | CSD 
ee TSX &c. 

Et fi on ajoute cette égalité à la pré- 


cédente, on obtient (14+) /=a. D'où 
l'on tire la fomme cherchée /£ 
= 
ses f 
ue 
On voit donc que fi le premier terme 


ax, & l'expofant =}, c'eft-à-dire, à 


2 & c—5$, on trouvera la fomme.de 


la progreflon ?+ + in + S F&I; 
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puifqu’en fouftrayant l’expofant de r il ref 
terai, & qu'en divifant le premier terme 
par cé refte , lé quotient éft 1: 

On voit en fecond lieuque fi lés térmes 
font alternativement poñitifs & négatifs , 6 
que la progreffion ait certe forme: 

OE EAH Se 


la fomme fera 


Autre exemple. Soit la progrefion infinie 
LR EE oies T eus F Ce 
Le premier terméeft iit, & l'expo 
fant ét 5. Souftrayant ce dernier de 14 
il refte 2; & fi l’on divife le premier tèrme 
par cette fra&tion , il vient pour la fom- 
me de la progreffiom donnée. Ainfi sen ne 
prenañt-qu'un terme dela progreflion ;-fa 
voir 2, l'erreur:feroit de =. 
Enprénant deux termes, 2-5 — 
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il s’en faudroit encore de $ qué la fomme 
ne fût = - 
$24. 
Autre exemple, Soit donnée la progreflion 
infinie : 


919 j 9 9 
9 Fatio + jee free tec 
Le premier terme eft 9, lexpofant eft2 
16° 
Ain ins P t2; &s 
fi 1 moins l'expofant fait 2; &5 —10, 
lo 


fomme cherchée, 
On remarquera que cette fuite s'exprime 
par une fraétion décimale en cette maniere, 


9:9999999 , &c. 


a 
CHAPITRE XIl. 


Des Fradions décimales infinies. 


525. 


Novs avons vu plus haut que dans les 
calculs logarithmiques on emploie des frac- 
tions décimales au lieu des fraétions ordi. 


Tome l, Dd 
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naires; cela fe pratique aufi avec beaucoup 
d'avantage dans d’autres calculs. Il s'agira 
principalement de faire voir comment on 
transforme une frafion ordinaire en une 
fraétion décimale , & comment on peut 
exprimer réciproquement la valeur d’une 
fraétion décimale par une fraétion ordi- 
naire, 


526. 


Qu'on ait généralement à changer en 
fraétion décimale la fraétion®: comme cette 
fration exprime le quotient de la divifion 
du numérateur a par le dénominateur $, on 
écrira à la place de a la formule 4,0000000, 
dont la valeur ne differe pas du tout de 
celle de a, puifqu’elle ne contient ni di- 
xiemes , ni centiemes &c. On divifera en- 
fuite cette formule par le nombre 4, fuivant 
les regles ordinaires de la divifion, & en 
obfervant feulement de mettre à la place 
convenable la virgule qui fépare les déci- 
males & les entiers, Voilà tout le procédé, 
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& nous allons: léclaircir par quelques 
exemples: 
Soit donnée d’abord la fraftion*, la di- 
vifion en décimales prendra cette forme: 
2)1,0000000 _ r 
0,5000000 | 4° 
Nous voyons par-là que eft autant que 
0,5000000 ou que 0,5; & en effet cela 
eft évident, puifque cette fraétion décimale 
indique $ , qui équivalent à :. 


De 
Que 5 foit la fraétion donnée , on aura 
3)130000000 _: 
03333333 * 

Cela fait voir que la fraétion décimale, 
dont la valeur = $ , ne peut, à la rigueur, 
être difcontinuée nulle part, & qu’elle va 
à l'infini en confervant toujours le nombre 
3. Auffi avons-nous trouvé plus haut que 
les fraétions +31 +. Be, à 


l'infini, ajoutées enfemble font. 
Da ji 
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La fraétion décimale qui exprime la va- 


leur de Si fe continue de même à l'infini, 


car on a 
3)2,0000000 ___ 2 
1,6666666 5° 
Et cela fuit d’ailleurs évidemment de ce 
que nous venons\de dire, parce que È eft 


le double de >. 
528. 


Si = eft la fraétion propofée, on a 
4)1,0000000 _ : 
0,2500000 4" 
Ainfi + eft autant que 0,2500000 ou que 
0,25; & cela eft clair, puifque 2 -H£ 
25 __1 


TT 100 14 


On auroit pareillement pour la fra&tion 2 
4)3»0000000 _., 
0,7500000 4° 
Ainfi 2=0,75 ; & en effet Z +5 —7% 


100 —— 109 


di 


=i 
La fra&tion £ fe change en fraĉtion dé- 
cimale, en faifant 
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4)5:0000000 ; 
12500000 4° 


529. 


On trouvera de la même maniere $ 


0,2; +0,45 20,6: 
6 
F—1,2, Gcc. 

Quand le dénominateur eft 6 , on trouve 
>=—0,1 666666 &c. ce qui eft autant que 
0,666666—0,;. Or 0,666666—% & 0,5 
=} , donc en effet 0,1666666——7=%. 

On trouve aufi z = 0,333333 &c. = 


mais ? devient 0,5000000 =} 


= ! 0 ` 
=0,833333=0333333 F 095 > C'eltä-d. 
1yrs 
stime 
530: 

Lorfque le dénominateur eft 7, les frac- 
tions décimales deviennent plus compli- 
quées. Par exémp. ontrouve;—0,142857 
&c. cependant il faut remarquer que ces 


fix chiffres 142857 reviennent conftam- 
Dd ij 


422 Er ÉMENS 


ment. Pour fe convaincre doné que cette 
fraction décimale exprime précifément la 
valeur de = > On peut la transformer en une 
progreflion géométrique , dont le premier 
terme foit = +487 & l'expofant =" ; 


1000000 ? 500 
1000000 ? 


& par conféquent la fomme —* 


1— 


1900000 


p 142957 ipli 
= (En multipliant les deux termes par 


1000000) =; 


531. 

On peut prouver encore d'une maniere 
plus facile > que la fraétion décimale trou- 
vée fait exaftement = ; car pofant pour fa 
valeur la lettre f, on a 

J=0,142857142857142857 &c. 
11, 42857142857142857 &ci 
10014, 28571428$7142857 &c- 
1000/—142, 8571428$71428$m &rc. 
10000/—1428, 571428571428 $7 &ce 
100000/—14185, 7142857142857 &c. 
1000009/—142857, 142857142857 &c. 
Souftrayez [= O, 142857142857 &ce 
999999142857. 
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Et divifant par 999999 , vous aurez J 
—"#5%57—1, Donc la fra&tion décimale, 
999999 7 
qu'on avoit fait =f, et = 
5 3 2 
On transformera de la même maniere 
2 FREIE A 
7 en une fraétion décimale , qui fera 
0,28571428 &c, & cela nous conduit à 
trouver plus facilement la valeur de la 
fra£tion décimale que nous venons de fup- 
pofer =f; parce que 0,28571428, &c. 
doit être le double de celle-là; & par con- 
3 EF 
féquent —2/f. Car nous avons eu 
q Pi 
100/—14,28571428$71 &cc, 


x 


7 


ainf en fouf- 
trayant 28571428571 &c: 
il refte 
donc aE 
On trouve auffi $ —0,428571428 57 rc. 
ce qui, après notre fuppoñtion, doit être 
—3/; or nous avons trouvé 
10/—1,42857142857 3 &ca 
ainfi en fouf- 
trayant 


nous avons  7/=1 , donc f: 
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533: 

Ainf quand une fraftion propofée a le 
dénominateur 7 , la fraétion décimale eft 
infinie , & 6 chiffres y {ont continuellement 
répétés. La raifon en eft, comme il eft 
facile de s’en appercevoir, qu’en continuant 
la divifion il faut qu’on revienne tôt ou tard 
à un réfidu qu'on aura déjà eu. Or il ne 
peut refter dans cette divifion que 6 nom- 
bres différens, favoir Es 2, 3» 49 So 63 
ainfi , après la fixieme divifion au plus tard , 
il faut que les mêmes chiffres reviennent; 
nais lorfque le dénominateur eft de nature 
à faire parvenir à une divifion fans refte, 
ces cas-là ne peuvent avoit lieu, 


534. 
Suppofons à préfent que 8 foit le déno- 
minateur de la fra&tion propofée , on trou- 
vera les fraétions décimales qui fuivent: 


1 A j 
5 =9,1 25 ; g =0,25 0; 0,375 5 
s 5 6 
0,500; § ==0,625 ; 3 =0,750; 
=0;875 ; Ko 
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535. 


Si le dénominateur eft 9, on a 


1 3 R 

50,111 XC $ —0,222 8c $ =0,373 C. 
Si le dénominateur eft 10, on a 

1 $ et ; 

=ó i00; E000 0 Cela eft 

clair par la nature de la chofe , de même 


que + —0,01 ; que; 


100 


Ray HE je 
0,256; que, —0,0024, XC. 
536. 
Que 11 foit le dénominateur de la frac- 
3 2 RTE le! O 
tion propofée, on aura — —=0,0909090 ; 
&c. Or fuppofons qu'on veuille trouver la 
valeur de cette fraétion décimale , & nom- 
mons-la /, nous aurons /—0,090909 
$ 0 z 
10/—00,909090 ; de plus, 100 
Si donc nous fouftrayons de ceci la valeur 
x prie Ia Sa 
de f, nous aurons 09/9 , & par confé 
quent /— =, Nous aurons anfii 
ci 3 


6 
m=—0,181818, ci —0,272727, Re 


11 


0,545454 RC. 
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537 

Il eft donc un grand nombre de fraétions 
décimales, oùun, deux ou plufieurs chif- 
fres reviennent conftamment , & qui con- 
tinuent de cette maniere jufqu’à linfini. De 
telles fraétions font aflez remarquables, & 
nous allons faire voir comment on peut 
trouver aifément leurs valeurs (*). 


(7) Ces fra@ions décimales périodiques fourniffent 
matiere à plufeurs recherches intéreffantes ; j'avois com- 
mencé à m'en occuper , même avant que d’avoir vu cette 
lAlgebre, & j'aurois peut-être continué, fi je n’attendois 
aufi l'occañon de voir un Mémoire inféré dans les Tran- 
fadions philofèphiques pour 1769 , & intitulé of the Theory 
of circulating Fraëions. Je me contenterai de rapporter 
ici le raifonnement par lequel j'avois commencé. 


Soit z une fra@ion réelle quelconque irrédu@tible à de 


moindres termes; on demande jufqu’à combien de chiffres 
il faudra la réduire en décimales, awant que les mêmes 
termes ou chiffres reviennent, Je fuppofe que 10 W foi 
plus grand que D; fi cela n’étoit pas, mais que 100 M 


où 1000 N feulement fût > D, il faudroit commencer 


= ON N LE 
par voir RS ou &ce. fe réduit à de moindres 


N' 
termes, ou à une fraétion DU 


Suppofons d’abord qu'un feul chiffre 1 
toujours répété, & indiquons-le par a, de 
forte que /—o,aaaaaaa. Nous avons 

10/— a;acaaaat , 
& fouftrayant /—0o,aaaaaaa 


nous aurons 9/—a ; donc [=3 
Cela pofé, je dis que la même période ne peut re+ 
ue lorfque dans la divifion continuelle qu’on fait 
E n E 
ait ajouté fzéros, & que Q'foit le nombre du quotient 
en entier, 
Nx10/ 
D 


& Res se de la-virgule, on aura 
= Q+7; ; donc Q=- > x (10/1). Or Q devant 


un aa entier, il s'agit de déterminer pour f 


Être 
le plus petit nombre entier, tel.que D (ro 1), ou 
js 
D 


Ce problème demande qu'on diftingue.diflérens cas; 


10 I : . 
feulement que foit un nombre entier. 


le premier eft celui où D eft un divifeur de 10, ou de 
100 ou de 1000 &c. & left clair que dans ce casaus 
une frafion périodique ne peut avoit lieu.: Nous pren- 
drons.pour le fecond cas celti où Deft un nomb; 
pair, & qui ne foit pas un fa&eur 
10; dans ce cas la valeur de: peut aller jufq 
mais fouyent elle eft moindre. 
à D et pair, & 
ar d'une puiflance de. 10, il a cependant un 


où par conféquent, fans êt 
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Lorfque deux chiffrés font répétés , com- 
me ab; on å f=0o,4ba baba: Donc 100/ 
=ab,ababab ; & fi on en fouftrait f, il refte 
99/—=ab ; par conféquent /—%. 

Lorfque trois chiffres, comme abc, fe 
trouvent répétés, on a /—4,abcabcabc ; par 
conféquent 1000 /—abc,abcabc ; & en fouf- 
pegu f, il refte 999 f=abc; donc f 
& ainf de fuite. 


538. 

Toutes les fois donc qu'une fra&tion dé- 
cimale de cette efpece fe préfente , il eft 
facile d’en trouver la valeur. Soit donnée, 
par se. 0,296296, fa va- 

29! 


8 
leur fera =$ =% , en divifant les deux 


termes par 37. 


abc 
T 999? 


commun divifeur avec une de ces puiflances. Ce commun. 
divifeur ne peut être qu'un nombre de la forme 2: ; f 


D 7e An: P x 
donc —=d, je dis que les périodes feront les mêmes 


que pour: la ARE T mais qu’elles ne commenceront 
qu'au chiffre défigné parc. Ainfi ce cas revient au fecond 
cas, & il eft évident au refte que ceft celui-ci qui fait 
leffentiel de cette théorie, 
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Cette fra&tion doit redonner la fraétion 
décimale propofée ; & on peut fe con- 
Vaincre facilement que ce réfultat a lieu en 
effet, en divifant 8 par 9, & après cela le 
quotient par 3 , parce que 27=—3.9. Ona 

9)8,0000000 
3)0,8888888. 
0,2962962 &c. 
ce qui eft la fraétion décimale propofée. 


539: 


Donnons encore un exemple affez cu- 
tieux, en changeait en fraction décimale 
la Pre Æ > Ce qui fe fait de 
la maniere de on va voir: 

2)1,00000000000000 
—3)0,5 000000000000. 

4)0,16666666666666 

5)0,04166666666666 


6)o, 00833333333333 


70,001: 38388888888 
8)0,00019841269841 
0)0,00002480158730 
10)0,0000027 5 573192 
0,000000275 57319 
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CARP RERE REEERE 


Des Calculs d'intéréts (*). 


540. 


Ox a coutume d'exprimer les intérêts 
d’un capital en pourcents , en difant combien 
on paie annuellement d'intérêt de la fomme 
de 100. Il eft afez ordinaire qu’on place 
fon capital à $ pour cent, c’eft-à-dire , 


(*) La théorie du calcul de l'intérêt doit fes premiers 
Progrès à Leibnitz , qui en donna les principaux élémens 
dans les Ada Eruditorum de Leipfg pour 1683. Elle a 
fourni matiere enfuite à plufieurs differtations détachées 
très-intéreffañtes ; ceux qui l'ont le plus avancée, font 
les Mathématiciens qui ont travaillé fur l'Arithmétique 
politique, dans laquelle on combine d’une maniere yé- 
ritablement utile le calcul des probabilités, le calcul de 
l'intérêt & les données que fourniffent depuis environ 
un fiecle les régitres mortuaires. De bons élémens d’Arithe 

que politique nous manquent encore , quoique cette 
branche des Mathématiqu s, aufh belle qu'étendue , ait 
été fort cultivée en A: rre, en France & en Hol- 
lande, 
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de maniere qu'on tire $ écus d'intérêt d’un 
capital de roo écus. Ainf rien de plus fa- 
cile que de calculer les intérêts d’un ca- 


Pital quelconque: on n’a qu'à dire, fuivant 
la regle de trois: 

100 donnent $ ; que donne le capital 
propolé ? Soit, par exemple „le capital 860 
écus, on trouve fon intérêt annuel, en 
difant: 

100:5 —860 à... Rép. 43 écus. 
f 


100)4300 


43» 
541: 

Nous ne nous arrêterons pas à ces calculs 
de l'intérêt fimple , afin de pañler auffi-tôt 
au calcul de l'intérêt fur intéré. On de- 
mande principalement dans ce calcul, à 
quelle fomme monte un capital donné après 
Un certain nombre d'années, fi on joint an- 
nuellement l'intérêt au capital, & que de 
cette maniere on augmente continuellement 
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le capital? On part, pour réfoudre cette 
queftion, de ce que 100 écus placés à ý 
pour cent fe changent au bout d’une année 
en un capital de 105 écus. Soir le capital 
=a , on trouvera ce qu'il vaut au bout de 
l’année, en difant: roo donne 105 , que 


donne a; la réponfe et =, ceque 


100 
2 


Von peut auffi écrire de cette maniere, + 


.a, ou de celle-ci, a+.. 


542. 


Ainf, quand on ajoute au capital aétuel 
fa vingtieme partie , on obtient la valeur 
du capital pour l’année prochaine. Ajoutant 
à celui-ci fon vingtieme, on fait ce que vaut 
le capital donné après deux ans, & ainfi 
de fuite. Il eft donc facile d’apprécier les 
accroiflemens fucceflifs & annuels du ca- 
piral, & de continuer ce calcul auff loin 
qu'on voudra. 

Suppofons un capital qui foit: préfente- 

PF f Į 
ment de 1000 écus, qu'il foit placé à cing 
pour 
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Pour cent, & qu’on joigne chaque année 
l'intérêt au capital. Comme ce calcul ne 
tarde pas à conduire à des fraétions, nous 
nous fervirons des fraftions décimales , mais 
fans les pouffer plus loin que jufqu’aux mil- 
liemes parties d'un écu, vu que des parties 
plus petites mentrent pas ici en confidé- 
ration. 

Le capital donné de rooo écus vaudra 
après 1 an — — — 1050 écus 
5295 

Ce AS 102,5 
SH 
— 1157,62$ 


__575881, 
Es 121$,506 


f __ 60,775, 
aprés ÿ ans — — — 1276,28 1 &cy 
On peut continuer de la même maniere 
Pour autant d'années qu’on voudra; mais 


après 2 ans — 
après 3 ans — 


après 4 ans — 


lorfque le nombre des années'eft fort grand, 


le calcul devient long & ennuyeux ; voici 


Comment on peut l'abréger : 
Tome {i E e 
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Soit le capital préfent =a , & puifqu'un 
capital de 20 écus vaut 21 écus au bout de 
lannée, le capital a vaudra = a après un 
an. Le même capital montera l’année fui- 
vante à a sé Y. a Ce capital de 
deux ans vaudra E 3. a l'année d’après ; 
ce qui fera donc le capital de trois ans. 
Celui-ci augmentant de même, le capital 
donné vaudra ayia au bout de quatre 
ans. Il vaudra eo au bout de cinq ans. 


2 ayas & en 


général € oyr, a fera la valeur de ce ca- 


Après un fiecle il vaudra 


pital après z années ; & cette formule fer- 
vira à déterminer la quantité du capital 


après un nombre quelconque d'années, 
La fraëtion 2 qui eft entrée dans ce cal: 


cul, fe fonde fur ce que les intérêts ont été 
comptés à $ pour cent, & que $- eft au- 
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105. r bA Érôte 
tant que #7, Que fi les intérêts fe comp 
toient à 6 pour cent; le capital.a. monte: 
roit à a(s). .a au bout d'un an; (SY. a 
00 100 
1 bout de deux ans; & à CSJ- aau 


100 
w de z années. 


Mais fi les intérêts ne font que de 4 pour 
cent, le capital a ne vaudra que (CS )"« 
après z ans, 

546. 

Or il eft aifé, lorfque le capitala , ainfi 
que le nombre des années , eft donné, de 
réfoudre ces formules par les logarithmes. 
Car s’il eft queftion de celle que nous avons 
trouvée dans la premiere fuppoñtion, on 


. 21 . 
prendra le logarithme de (Zy a, qui eft 


=log.(Ë)" log.a; parce que la for- 
mule en queftion eft le produit de E 2x +" 
& de a. Et comme (=y ei tune puiffance , 
on aura L. N =nL. 5. Ainfi le loga- 


tithme du capital cherché et =z. L. 5 
Ee ij 
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La. De plus le logarithme de larac- 


tion—L'r1L.20. 


547: 

Soit à préfent le capital = roo écus, 
& quon demande de combien il fera au 
bout de 100 ans, en comptant les intérêts à 
ÿ pour cent? 

Nous avons ici n= 100. Le logarithme 
du capital cherché fera par conféquent 
—100L%-EL., 1000, & voici comment 
on évalue cette quantité: 

L.21=1,3222193 
fouftrayant L.20—1,3010300 


= —=0,0211893 
multipliant par 100 
=2,1189300 
ajoutant L. roco—3,0000000 
logarithme du =5,1189300 
capital cherché. 
On voit par la cara@tériftique de ce lo- 
garithme, que le capital cherché fera un 
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nombre de fix chiffres, &-én effet ce:ca- 
pital {e trouve —131501 écus. 


548. 

Un:capital de 345 2 livres à 6 pour cent, 
de combien fera-t il après 64 ans? 

Nous avons ici a=—3452, & n—64. 
Donc le logaritime, du, capital cherché 
= 64L: 2 -jL 3452, ce qu'on calcule de 
cette. maniere : 

L.s3=—1,7242759 
fouftrayant L.s50=—1,6989700 


L. 2 — 0,0253059 


multipl. par 64:64 L. $ — 1,6195776 
L. 3452 =3,5 380708 


531576484. 
Et en-prenant le nombre de ce loga- 


rithme , on trouve le capital cherché égal 
à 143763 livres, 
549. 
Quand le nombre des années eft fort 
grand, comme il s’agit de multiplier ce 
Ee ij 
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nombre par le’logarithme d'une fra@lion, 
il pourroit provenir une aflez grande’erreur 
de ce que les logarithmes ne fe trouvent 
calculés dans les tables que jufqu’à 7 chiffres 
de décimales. C’eft pourquoïil faudra em- 
ployer des logarithmes ’pouflés à ‘un plus 
grand nombre de figures ; comme on l'a 
fait dans l'exemple {tivant: 

Un- capital d'un écu reftant placé à ÿ 
pour cent pendant 500 ans ; &les intérêts 
s’y joignant añnuellément, on demande à 
quelle fomme fe montera ce capital après 
les $o0 années ? 

Onaïicia=1 & n=—=5ÿ00; par confé- 
quent le logarithme-du capital cherché eft 
égal à $o0 LE HL. 1, ce qui produit ce 
calcul: 


L'21= 1,322219204733019 
fouftrayant L.20— 1,301029995663981 


L. z= = 0071189299069978 

mult. par $oo on a 10,594649534069 }000 

Voilà donc le logarithme du capital cher- 

ché ; lequel fera par conféquent égal-à 
39323200000 CUS, 
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550. 


Si on ne fe contentoit pas de. joindre 
annuellement l'intérêt au capital, & qu'on 
voulût encore l’augmenter tous les ans 
d'une nouvelle fomme—b, le capital aétuel 
que nous nommerons a, s’accroitroit cha- 
que année de la maniere qu'on verra: 
après 1 an ab; 
après 2 ans( 4) a+ bé, 
après 3 ans (2 ayay b=}, 
après 4 ans (2 IE =) + (i z 

Eit 
après z ans (Ya + (5 AE zy 


Ce capital confifte, comme on voit, en 
deux parties, dont la premiere =(2)"a, 
& dont l’autre prife à rebours forme la férie 

2 SAA 21 yn- 
biH E) EGE) C) 
Cette fuite eft évidemment une progreflion 

, ar 
géométrique, dont l’expofant eft egal à +. 
Ee iv 
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Nous en chercherons donc la fomme , en 
multipliant d’abord le dernier terme (2-)""2 
par l’expofant À; nous aurons (yè. Souf- 
trayant enfùite le premier terme b, il refte 
(&yi—ż; & divifant enfin par l’expofant 
moins 1, c’eft-à-dire par +, nous trouve- 
rons la fomme cherchée — 20 (2)"6108: 
donc le capital cherché eft, ()'e+ 20 
(Y 42308 (ZY. (a+ 206) — 2084, 


551. 


Le développement de cette formule exige 
qu'on calcule féparément fon premier terme 


ie (a+-208) ; ce qui fe fait en prenant 
fon logarithme, qui eft nL. I +L. (a+20b); 
car le nombre qui répond à ce logarithme 
dans les tables , fera la valeur de ce pre- 
mier terme, Si l'on fouftrait enfuite 204 
de cette quantité , on connoît le capital 
cherché, 
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552. 

Queflion. Quelqu'un a un capital de 1000 
écus placé à cinq pour cent, il sou 
annuellement 100 écus outre les intérêts, 
on demande la valeur de ce capital au bout 
de vingt-cinq ans? 

Nous avons ici a—1000; b—100; 7 
=25 ; voici donc le plan de l'opération: 

21 


L. Ž=— 0,021 189299. 


20 


Multipliant ‘par 25 on a 
—0,5297324750 
334771213135 
= 4,0068 537885- 
Ainfi la premiere partie, ou le nombre 
qui répond à ce logarithme , eft 10159,1 
écus, & fi on en fouftrait 206—2000, 
on trouve que le capital en queftion vau- 
dra , après vingt-cinq ans, 81 59,1 écus. 
553- 
Puis done que ce capital de 1000 cüs 
Va toujours en augmentant, & qu'apres 
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vingt-cinq ans il fe monte à 8159 $ écus, 
on peut faire la queftion , en combien d'an- 
nées il montera jufqu’à 1000000 écus. 

Soit n ce nombre d'années, & puifque 
a—1000, b—100, le capital fera au bout 
de n ans: 

(2) (3000)—2000, fomme qui doit faire 

1000000 d'écus; de-là réfulte donc cette 

égalité ou équation: 


21 \n 
3000(21)°— 2000— 1000000. 
Ajoutant des deux côtés 2000, on a 
3000(2)"—1002000. 


Divifant de part & d'autre par 3000, il 
vient ea 334 
Prenant les Isgarihines., 6 on a nL. Z 
+ 3345 5 divifant par LÆ, on ob- 
33 
tient n= Ta: Or L.334 = 2352374653 
235237465 
00211893” 
Et fi l'on multiplie enfin les deux termes 


ae E ; donc z= 


de cette fraétion par 10000000 , on aur4 
137465 nées è 
es > ce qui fait cent dix-neuf ans 
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un mois fept jours, & c'eft-là le temps après 
lequel le capital de 1000 écus fe fera accru 
jufqu’à ro00000 d'écus. 


554 

Mais fi on {fuppofoit que quelqu'un, au 
lieu d'augmenter annuellement {on capital 
d'une certaine fomme fixe, le diminuât en 
employant , chaque année, une certaine 
fomme pour fon entretien, on auroit les 
gradations fuivantes pour les valeurs de ce 
capital a, année par année, en le fuppofant 
placé à $ pour cent, & en entendant par 
b là fommé qu'on en ôte annuellement : 
après 1 an, Ea—b 
après. 2. ans, ( 


après 3 ans, (y'a (Ey Er, 
après z ans, (2) a— (E) b—(x DA 
SE, 
555: 
Ce capital confifte donc en deux parties , 
Pune eft (Ye, & l'autre qui doit en être 
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fouftraite forme , en prenant les termes 


en rétrogradant, la progreffion géométri- 
que fuivante: 


a 0 9 a nl de aa 

Nous avons déjà trouvé ci-deffus la fom- 
me de cette progrefion = 20 (2 Y'b—20b; 
fi donc on fouftrait cette quantité de (Ga 


on aura le capital cherché, après z ans, 


=(E) (a—20b)+} 20b. 
556: 


On auroit pu tirer aufi cette formule 
immédiatement de la précédente. Car de 
même qu'on'ajoutoit, dans la fuppofition 
précédente , annuellement la fomme $, on 
ôte à préfent chaque année la même fom- 
me b. On n'a donc qu'à mettre dans la for- 
mule précédente, par-tout —2 à la place 
de 4-2. Il faut remarquer principalement 
ici que, fi 208 eft plus grand que a, la 
premiere partie devient négative, & par 
conféquent que le capital va toujours en 
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diminuant. Cela fe comprend aïfément, car 
fi on ôte plus du capital annuellement qu'il 
ne s’y joint d'argent en intérêts , il eft clair 
que ce capital doit devenir continuellement 
plus petit, & qu’à la fin il doit même fe 
réduire abfolument à rien. C’eft ce que nous 
allons éclaircir par un exemple. 


557: 

Queflion. Quelqu'un a un capital de 
100000 écus placé à 5 pour cent; il lui faut 
chaque année 6000 écus pour fon entre- 
tien; cela fait plus que les intérêts de fon 
argent, lefquels ne fe montent qu'à 5000 
écus ; par conféquent le capital ira toujours 
en diminuant. On demande en combien 
de temps il s'évanouira tout-à-fait. Suppo- 
fons ce nombre d'années =z , & puifque 
a—100000 & b= 6000, nous favons que 
après z ans la valeur du capital fera = 
—20000(%) F 120000 , :OU 120000 
720000 (2 )". Ainfi le capital fe réduira 
à zéro, lorfque 20000 GY f montera à 
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120000 écus, ou lorfque 20000 (7) éga- 
lera 120000. Divifant des deux côtés par 
20000 , on a (Zy =6. Prenant les loga- 


21 


rithmes, on a n L. =L. 6. Divifant par 


o 


1513 F 


HP 
L. zail vient 7— = ou z 


T — 021893 ? 

7781513 A 
== sg * Donc n —36 ans 8 mois 22 
jours, au bout duquel temps il ne reftera 


plus rien du capital. 


558. 


Il fera bon de faire voir aufi comment, 
en partant des mêmes principes, on peut 
calculer les intérêts pour des temps plus 
courts que des années entieres. On fe fert 
pour cela de la formule ( 5Y" a trouvée plus 
haut, qui exprime la valeur d’un capital 
placé à ș pour cent après z années; car fi 
le temps eft de moins d’un an , l'expofant 
n devient une fraĉtion , & le calcul fe fait 
par les logarithmes comme auparavant. Si 
on demandoit, par exemple , la valeur du 
capital après un jour, on feroit n=; 
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: 2 . 
fi c'eft après deux jours, 736; 5 & ainf 
de fuite. 
Soit le capital a = 100000 écus, placé 
à $ pour cent, à combien montera-t-il en 
huit jours de temps ? 


8 
Nous avons a—100000, & n=—;55, Par 


A 21 
conféquent le capital cherché =) 


100000. Le logarithme de cette quantité 
Here 8 25 
et = L. (5) -+ L. 100000 —%; L.x 
+L. 100000. Or L. = —= 0,0211893; 
i- s 
multipliant par zzy on a 0,0004644 
ajoutant L. 100000 = $,0000000 


la fomme eft — 5,0004644» 
Le nombre de ce logarithme fe trouve 
100107. Ainfi dans les premiers huit jours 
les intérêts du capital font déjà 107 écus. 


560. 
Dans cette matiere fe préfentent aufl les 
quefbions d’eftimer la valeur préfente d'une 
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fomme dargent qui ne feroit payable 
que dans quelques années. On confidérera 
que, puifque 20 écus en argent comptant 
montent à 21 écus en douze mois, il faut 
que réciproquement 21 écus qu’on ne pour- 
roit toucher qu’au bout d’un an, ne valent 
aétuellement que 20 écus. Si donc on ex- 
ptime par a une fomme dont le payement 
écherroit au bout d’un an, la valeur pré- 
fente de cette fomme eft£a. Aini pour 
trouver combien un capital a, payable feu- 
lement au bout d'un certain temps, vau- 
droit une année plutôr, il faudra le mul- 

20 


tiplier par ©; pour trouver fa valeur deux 


21 


ans avant l'échéance , on le multiphera par 


2 PUR 
E a; & en général fa valeur, n ansavant 


l'échéance , s'exprimera par (#)" a. 
, P 21) 


561. 


Suppofons qu'un homme ait à tirer per- 
dant cinq années confécutives une rente 
annuelle de cent écus, & qu'il veuille la 
céder pour de l'argent comptant , en comp- 


tant 
\ 
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tant les intérêts à $ pour cent, fi on de- 
mande combienildoitrecevoir, voici com. 
mentil faudra raifonner: 

Pour 100 écus qui échoient 
après 1: an il reçoit 95,239. 
après 2 ans ——— 90,704 
après 3 ans —=— 86,385. 
Après 4 ANS, > 82,272e 
après şans — 78,355 
fomme des $ termes 432,95 $. 
Ainf le Poffefleur de la rente ne peut 
prétendre en argent comptant quê 432,955 
écus, où 1298 livres 17 fous 3 ? deniers. 


562. 


On remarquera que fi une telle rente 
devoit durer un nombre d’années beaucoup 
plus grand , le calcul ,-de la maniere que 
nous l'avons fait, deviendroit très- pénible, 
voici les moyens de le faciliter: 

Soit la rente annuelle =a , commençant 
dès-à-préfent & durant »années, elle vau- 
dra aétuellement: 


Tome l Ff 
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= 20\ 3 r20\4 3 

a GET CD HEY PE Ai 
Voilà ı une ORA géométrique , & 
tout fe réduit à en trouver la fomme. On 
multipliera donc le dernier terme par l'ex- 
pofant, le produit eft (£) "a; fouftrayant 
le premier terme, il refte (G) aa; di- 
vifant enfin par lexpofant moins 1, c’eft- 
à-dire, par — >, ou, cé qui revient au 


même, multipliant par —21, on aura la 
pers ENS 
fomme cherchée —=—— 21 ($) aF- 214, 
. F 20 +1 
ou bien, 21a—21(%) "a; & ce fecond 


terme qu'il s’agit de fouftraire, fe calcule 
facilement par les logarithmes. 
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CFFFFFFFFF)N 
NES De ie ue me me ne DEE A 


SECTION QUATRIEME. 
Des Equations algtbriques , & de la 


réfolution de ces Equations. 


CHAPITRE PREMIER. 


De la réfolution des Problèmes en général. 


563. 

L E but principal de l’Algebre, ainf que 
de toutes les parties des Mathématiques, 
eft de déterminer la valeur de quantités, 
qui aparavant-étoient inconnues, On Lat- 
téinten pefant avec attention les conditions 
prefcrites , lefquelles s'expriment toujours 
par des quantités connues. C’eft aufli pour: 
quoi on définit l’Algebre, la foience quien= 
feigne à dérerminer des quantités inconnues 
par le moyen de quantités connues. 


Ffi 
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564 

Ce que nous venons de dire s'accorde 
auf avec tout ce qui a été expofé jufqu'ici. 
Par:tout on a vu la connoïflance de cer- 
taines quantités fairearriver à celle d’autres 
quantités qu'on pouvoit auparavant regar- 
der-comme inconnues, 

L'Addition en offroit d'abord un exem- 
ple. Pour trouver la fomme de deux ou de 
plufieurs nombres donnés; "il falloir cher- 
cher un nombre inconnu qui fût égal à ces 
nombres connus pris enfemble. 

Dans la Souftraétion on cherchoït, un 
nombre qui fût égal à la différence de deux 
nombres connus. 

Une multitude d’autres exemples fe.font 
préfentés dans la Multiplication & dans la 
Divifion, dans l’élévarion, dés, puiffances 
& dans l’extraétion des racinesșplasquef- 
tion fe réduifoit toujours à itrouver, par le 
moyen de quantités connues ; -une autre 
quantité inconnue jufqu'alors, 
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565. 


Enfih dans la derniere feétion- nous 
avons aufli réfolu différentes queftions, où 
il s’agifloit de déterminer un nombre: qui 
ne pouvoit être conclude:la connoiflance 
d’autres nombres donnés que fous de cer- 
taines conditions. 

Toutes les quéftions fe réduifent donc 
à trouver ; par le fecours de quelques nom- 
bres donnés, un nouveau nombre qui ait 
avec ceux-là une certaine connexion; & 
cette connexion fe détermine par decer- 
taines conditions ou propriétés qui doivent 
convenir à la quantité cherchée. 


566. 


Lorfqu'il fe préfente une queftion à ré- 
foudre , on indique par une des dernières 
lettres de l’Alphabet. le nombre-cherché:, 
& on examine enfuite de quelle maniere 
les conditions données peuvent former une 


égalité entre deux quantités; cette égalité 
Ff üj 
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qui eft repréfentée par une efpece de for- 
mule qu’on appelle équation , fert enfuite 
à déterminer la valeur du nombre cherché, 
& par conféquent à réfoudre la queftion. 
Il arrive quelquefois qu'on cherche plu- 
fieurs nombres ; on les trouve pareillement 
par des équations, 


567- 

Expliquons-nous mieux par un exemple, 
& fuppofons la queftion ou le probléme qui 
fiit: 

Vingt perfonnes, hommes & femmes, 
mangent dans une auberge ; écot d'un 
homme eft 8 fous, celui d’une femme eft 
7 fous , & la dépenfe totale fe monte à 7 L 
5 fous; on demande le nombre des hom- 
mes & celui des femmes? 

On fuppofera, pour réfoudre cette que£- 
tion, que le nombre des hommes foit =v, 
& regardant maintenant ce nombre com- 
me connu , on procédera de la même ma- 
niere que fi on vouloit faire la preuve & 
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Voir fi ce nombre fatisfait à la queftion. 
Or le nombre des hommes étant =x, & 
les hommes & les femmes faifant enfem- 
ble vingt perfonnes, il, eft facile de déter- 
miner le nombre des femmes, on n'a qu'à 
fouftraire de 20 celui des hommes, c'eft- 
à-dire que le nombre des femmes —20 
= Le 

Mais un homme dépenfe 8 fous, donc 
x hommes dépenfent 8 x fous. 

Et puifqu'une femme dépenfe 7 fous, 
20— x femmes auront dépenfé 140—7x 
fous. 

Aïnf ajoutant enfemble 8 x & 140—7x, 
on voit que toutes les 20 perfonnes auront 
dépenfé 1404x fous. Or on fait d'avance 
combien elles ont dépenté , favoir 7 liv. 
5 fous, ou 145 fous; il faut donc qu'il y 
ait égalité entre 140x & 145, c'eft-à- 
dire qu'on ait l'équation 140x =1453 
& de-là on tire facilement Ene 

Donc l'écot étoit de 5 hommes & de 
15 femmes, 


Ff iv 
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568. 


Autre queflion de la même efpece. 

Vingt perfonnes, hommes & femmes, 
fe trouvent dans une auberge ; les hommes 
dépenfent 24 florins » & les femmes autant, 
& il fe trouve qu'un homme a dépenfé 1 
florin de plus qu'une femme ; on demande 
combien il y avoit d'hommes & combien 
de femmes ? 

Soit le nombre des hommes x, 

celui des femmes fera 0x: 

Or ces x hommes ayant dépenfé 24 
florins , écot de chaque homme eft de 
2t florins, 


De plus les 20—x femmes ayant auf 
dépenfé 24 florins, l’écot de chaque femme 
eft + florins, 


2 
io-s 
Mais on fait que cet écot d’une femme 
eft d’un florin plus petit que celui d'un 
homme; fi donc on fouftrait 1 de Fécot 
d'un homme, il faut qu'on obtienne celui 


» + y 2 va 24 
d'une femme, & par conféquent que À 
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Voilà donc l'équation de la- 
quelle il s'agit de tirer la valeur de x à on 
ne trouve pas cette valeur avec la même 
facilité que dans la queftion précédente ; 
mais on verra dans la fuite que m8, & 
cette valeur fatisfait en effet à Péquation; 
car À —1 34 renferme l'égalité 2—2. 


569. 

On voit bien à quel point il eft effentiel, 
dans tous les problêmes, de pefer avec at- 
tention toutes les circonftances de la quef 
tion, afin den déduire une équation, en 
exprimant par des lettres les nombres cher- 
chés ou inconnus. Tout lart confifte cn- 
fuite à réfoudre ces équations pour se 
les valeurs des nombres inconnus, & c’eft 
de quoi nous nous occuperons dans cette 


feétion. 
570. 


Nous avons à remarquer d’abord une 
diverfité qui réfide dans les queftions elles- 
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mêmes. Dans quelques-unes onne cherche 
qu’une feule quantité inconnue , dans d’au- 
tres on en cherche deux ou plufeurs; & il 
faut obferver dans ce dernier cas qu'il faut; 
pour les déterminer toutes, pouvoir dé: 
duire des circonftances où des conditions 
du problème , autant d'équations qu'il y à 
d’inconnues. 


571. 


On a déjà pu s’appercevoir qu’une équa= 
tion confilte en deux membres qu'on fépare 
par le figne d'égalité, =, pour indiquer 
que ces deux quantités font égales l’une à 
Pautre. On eft obligé fouvent de faire fubir 
bien des transformations à ces deux meni- 
Dres, afin d'en déduire la valeur de la 
quantité inconnue ; mais ces transforma- 
tions cependant doivent toutes fe fonder 
fur ce que deux quantités égales reftent éga- 
les, foit qu'on leur ajoute ou qu’on en re- 
tranche des quantités égales, foit qu'on les 
multiplie ou qu'on les divife par un même 
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nombre, foit qu'on les éleve toutes deux 
à la même puiffance , ou qu’on en extraie 


les racines d’un même degré, foit enfin que 


lon prenne les logarithmes de ces quan- 
tités, comme nous l'avons déjà pratiqué 
dans la fe&tion précédente. 


572. 


Les équations qu'on réfout le plus faci- 
lement , font celles où inconnue ne paffe 
pas la premiere puiflance après qu'on a mis 
les termes de l'équation en ordre , & on 
les appelle équarions du premier degré. Mais 
lorfqu'ayant réduit & ordonné une équa- 
tion, on y rencontre le quarré ou la fe- 
conde puiflance de l'inconnue, on a une 
équation du fecond degré, qui eft déjà plus 
difficile à réfoudre. Enfuite viennent les 
équations du troifieme degré, qui renferment 
le cube de l'inconnue, & ainfi de fuite, 
Nous traiterons de toutes dans cette feétion, 


ê Sr 
à 


# 
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CRSP TE RE IT 


De la réfolution des Equations du premier 


degré. 


573- 

ORSQUE le nombre cherché ou inconnu 
eft indiqué par la lettre x , & que l'équa: 
tion qu'on a obtenue eft telle que l'un de 
fes membres renferme fimplément cet x, & 
l’autre purement un nombre connu , com- 
me, par exemp. x=—25, la valeur cherchée 
de x eft toute trouvée. C'eft donc à parvenir 
à une telle forme qu'il faut toujours faire 
fes efforts , quelque compliquée que foit 
l'équation qu'on a trouvée d'abord. Nous 
donnerons dans la fuite les regles qui ren- 
dent ces réduétions plus faciles. 


574- 


Commençons par les cas les plus fimples, 


f 


& fuppofons d’abord qu'on foit parvenu à 


> 
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l'équation x—-o=16 , on voit fur le champ 
Que x=—7. Et.en général fi on a trouvé 
Xa—b ; où a & b fignifient des nombres 
quelconques, maïs connus , on n’a qu’à fouf- 
traire a de l’un & de l’autre membre, & 
on obtient l'équation x——+, qui indique 
la valeur de. x, 


575- 

Si l'équation trouvée eft x—a=b%, on 
ajoutera des deux côtés a, & on'aura la 
valeur cherchée de.x—2+a. 

On procédera de même, fi la premiere 
équation a cette forme, x—a—aa—1 ; 
Car on aura fur le champ x—4aa-tr. 

Cette autre équation, #—8a—20—64, 
donne x—20-—64--8a, où x—230—10. 

Et celle-ci, x-6a—20+3a, donne x 
Æ=20-3a—6a, où x—20—3a, 


Si l'équation primitive a cette forme, 
Xab, on peut commencer par ajou- 
ter de part &.d’autre a, on aura x+b==c+a; 
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& en fouftrayant enfuite b des deux côtés; 
On trouvera x—ca—#. Mais on peut 
aufli ajouter d'abord 4-4 de part & 
d'autre ; on obtient par-là fur le champ # 
=c+a—b. 
Ainfi dans les exemples fuivans 
Si x—2a+3/—0, ona x 24— 3 b. 
Si %—3a-À-20—215+at2b, on a x=25 
40. 
Si x—9# 6421524 ,on a X=3 4— 4t 


577: 


Quand l'équation trouvée a la forme 
ax=—=b, on divife feulementles deux mem- 
bres par a, & on a y=}. Mais fi ’équa- 
tion eft de la forme ax-lh—c—d, il faudra 
d’abord faire difparoître les termes quiac- 
compagnent ax, en ajoutant de part & 
d'autre — b-c ; & aprés cela, en divifant 
par a la TRE équation ax—d—#"#+c » 

Sina 
on aura ys, 
On auroit trouvé la même chofe en ovf- 


trayant -f4—c de l'équation donnée ; OR 
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auroit eu pareillement ax—d— b-c, & 


by A 
get En conféquence de cela 


a 


Si 2xt5—17, ona2x—12, & x—6. 


Si 3x—8—7, ona 3x1, & x5. 
Si 4x — 5 —3a—15+-09a, on a 4x*—210 
124 , & par conféquent x=—53a. 


573. 

Quand la premiere équation aura la for- 
mei—#, on multiplieri des deux côtés 
par a, pour avoir x—al 

Mais filon a -4 b—c=d, il faudra 
d’abord faire =—d—b+-c, après quoi on 
obtiendra x—(4—b#c)a—ad—ab+-ac. 

Soit À x— 34, on a prok x 
14 

Soit =x—1+24—3-+4, on aura zwa 
a, 8 x 12 —3a. 

Soit =—1=a, onaura at ; & 
Azaan. 

579. 

Quand on _eft parvenu à. une.équation, 

comme $=c , on multiplie: d’abord par 
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b, afin d’avoir ax=—bc, & divifant enfuité 
para, on trouve x=¥. 

Que fi —c—d, on commenceroit par 
donner à l'équation cette forme #—d+£> 
après quoi on parviendroit à la valeur de 
ax=bd+4bc, & à celle de x—"“#*, 


a 


Suppofons 2x — 41, nous aurons 3 


1 
AS ea s ON zouge 
Q; 3 res EEE 
Si tx} i= 5, nous avonsż x= 5—3 
mhas donc 3x—18, & x —6. 
J 
580. 

Confidérons à préfent le cas, qui peut 
arriver fréquemment, où deux ou plufieurs 
termes contiennent la lettre x, foit: dans 

Re sip 
un feul membre de l'équation, foit, dans 
tous les deux. 

22 

Si ces termes font tous du même:côté» 
ceft-à-dire dans un feul membre, comme 
dans léquätion rH Lx sir, on a # 


La—6, & 3x—12, & enfin s54 
+; ? 2 L Soit 
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Soit xx tix44 > & qu'on de- 
mande la valeur de x: fi on multiplie d’a- 
GE Sr : 
bord par 3, on a 4x44 x=132; multi- 
pliant enfuite par 2, on a TIX—264; 
donc x=—24. On auroit pu procéder plus 
briévement, en commençant par réduire 
les trois termes qui renferment x , au feul 
terme %-x ; & divifantenfüite par 11 l'équa- 
ton x=44, on auroit eus x=4, donc 
wi 
Soit $ x—żŻ x-1 x—r , on aura, en ré- 
duifant, + x=1 , & x=22, 
9 ia , 5 
Soit, plus généralement, ax—4x-tex 
> Plus g , 
=d, c'eft comme fi on avoit Ca—8+e) 


x=d, d'où l'on tire x= $. 


581. 


Lorfqu'il fe trouve des termes renfer- 
mant x dans l’un & l’autre membre de 
l'équation, on commencera par faire dif. 
Paroître ces termes du côté où cela eft plus 
facile, c’eft-à-dire où il y en a le moins, 


Tome 1. Gg 
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Sion a, par exemple, l'équation 3x2 
=w} 10, il fandra fouftraire d'abord x 
des deux côtés, on aura 2x-2=—10 ; donc 
248 > & X—4. 

Qu'on ait x-4—20—+ , ileft clair que 
2x 420; & par conféquent 24=—16 
Gr. 

Soit x+8=32—3x, On aura 4x+8=325 
enfuite 4x=243 & x —6. 

Soit 15—x=20—2% , on aura 15 


Soit 1x5 —?x, on aura 1x 


= p après: celaix=4;.3x=8,; enfin 
8,2 
x; = 


: 1 
Si =— mn LA on ajouteéra=# 
2 


cela donnei—;-x; fouftrayant: , il 


i 
3t 
1 
refte x"; 6 iphant par 12, O! 
Obtient x=—2. 
T 3%, 
Si ar xt 5x, on ajoute = 
Li ant 
cela-donne 1 => x. Souftray 
on a ? Fr LE , d'où lontire x 


en mu jäpliare par 6, & en divifant par 7- 
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582. 


Si on eft parvenu à une équation où le 
nombre inconnu x eft un dénominateur, il 
faut faire difparoître la fraction , en multi- 
pliant route l'équation par ce dénominateur. 

Suppofons qu'on ait trouvé © —8—12, 
on ajoutera d’abord 8, & on aura =—20; 
multipliant enfuite par x, on a 100—20x; 
& divifant par 20, on trouve x=—5. 

Soit = —7. 

Sion multiplie par x—ı , ona $x 3 —7x 

Set 
Souftrayant 5x, il refte 3—2x7. 
Ajoutant 7, il vient 2410. Donc x=—5. 


583. 

Quelquefois aufi on rencontre des fignes 
radicaux, & l'équation ne laiffe pas d’'ap- 
Partenir au premier degré. Par exemple, 
On cherche un nombre x au-deflous de 100, 
& tel que la racine quarrée de roo% 
devienne égale à 8, ou V (ioo—x)=8; 
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on prendra des deux côtés le quatré 100 
—x—64, & en ajoutant x on aura 100 
—64+x, d'où l’on tire x—100—64—36. 

On pourroit aufi, puifque 100-—x—64; 
fouftraire 100 de l’un & de l’autre membre; 
On auroit — —36, & en multipliant 
par —1 =36. 

584. 

Quelquefois enfin le nombre inconnu x 
fe trouve dans lexpofant, nous en avons 
vu des exemples plus haut ; & il faut alors 
avoir recours aux logarithmes. 

Ainfi, quand on a 2°—512, on prend 
des deux côtés les logarithmes ; on a xL.z 
—L.; 12; & en divifant par L.2, on trouve 
p i Les tables donneront donc 


X— 


2,7092700 ___ 270927 
0,3010300 11 30107 


Soit 5.3" —100—=30$ , on ajoutera 
100; cela fait §.3 7 =405 ; divifant paf 
5» on a 3” =81; prenant les logarithmes 
2xL.3=L.81, & divifant par 2L3, on 4 


1,9084859 
— 19084552 
donc x rt 


ou x= 9. 
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CHAPITRE TEL 


De la folution de quelques queftions relatives 
au Chapitre précédent. 


585. 


FER Quesrrox. Partager 7 en deux 
parties, telles que la plus grande furpañle 
de 3 la plus petire. 

Soit la plus grande partie =x , la plus 
petite fera —7—x ; il faut donc que * 
—7—x+3,ou—10—x; ajoutant #, 
on a 2x—10; & divifant par 2, le réful- 
tat eft sss 

Réponfe. La plus grande partie ets; 
& la plus petite eft 2. 

Seconde queflion. On propofe de par- 
tager a en deux parties, de façon que la 
plus grande furpaffe de 2 la plus petite. 

Soit la plus grande partie =x , l’autre 
fera a—x; aini x=—a—x-}b ; ajoutant 
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x, on a 2x%—a—+-b; & divifant par 2» 
Ph 

Autre folution. Soit la plus grande partie 
Sx; comme elle eft plus grande de 2 que 
la plus petite, il eft clair que celle-ci eft 
de b plus petite que l’autre, & =x — b, 
Or ces deux parties, priles enfemble, doi- 
vent faire a; il faut donc que 2zx—b=a ; 
ajoutant b, on a 2x=—a-#; donc x= eus 


22 


c’eft la valeur de la plus grande partie, 


& celle de la plus petite fera F —ġ ou 
2b ab À 
— +5 OU 


a+b 


586. 


Troifieme queflion. Un pere qui a trois 
fils, leur laife 1600 écus. Le teftament 
porte que l'aîné aura 200 écus de plus que 
le puiné , & que celui-ci aura 100 écus 
de plus que le cadet. On demande quelle 
fera la portion de chacun? 


Soit la portion du troifieme fils =x ; celle 

£ phares 
du fecond fera +100, & celle du 
ae 1 ; cé 
premier =x300. Or on fait que ces trois 
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portions. font enfemble 1600 écus. On a 
donc 3x- 400 =1600 

3 rare e lele, 
& x — 400. 

Réponfe. La part du cadet eft 400 écus, 
celle du puiné eft 500 écus, & celle de 
l'aîné eft 700 écus. 

587. 

Quatrieme queftion. Un pere laiffe quatre 
fils & 8600 liv. ; fuivant le teftament la part 
de l'aîné doit être double de celle dude- 
cond, moins 100 liv. le fecond doit rece- 
voir trois fois autant que le troifieme, moins 
200 liv. & le troifieme doit recevoir quatre 
fois autant que le quatrieme , moins 300 l. 
On demande quelles font les portions de 
ces quatre fils ? Nommons x la portion du 
cadet; celle du troifieme fils fera = 4x 
— 300; celle du fecond —12X—1100; 
& celle de l'aîné —24x—2300: La (omme 
de ces quatre parts doit faire 8600 liv. On 
a donc l'équation 41x— 37008600 , ON 


41x=—12300, & #—300: ; 
Gg iv 
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Réponfe. Il revient au cadet 300 livres , 
au troifieme fils goo livres, au fecond 2500 
livres | & à lainé 4600 livres, 


588. 


Cinquieme queftion. Un homme laifle ` 


11000 écus à partager entre fa veuve, 
deux fils & trois filles. Il veut que la mere 
reçoive deux fois la portion d’un fils, & 
qu'un fils reçoive deux fois autant qu’une 
fille. On demande combien il revient à ces 
perfonnes féparément ? 

Suppofons la portion d’une fille x, celle 
d'un fils eft par conféquent = 2x, & celle 
de la veuve —4x ; tout l'héritage eft donc 
3x 4x 4x; ainfi 11x= 11000, & x 
== 1000, 

Réponfe. Une fille tire rooo écus, 

ainfi toutes les trois reçoivent 3000 écus, 
Un fils tire 2000 écus, 

ainfi les deux fils reçoivent 4000 
La mere reçoit — — — — 4000 


fomme 11000 écus 
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589. 


Sixieme queffion. Un pere veut par fon 
teftament, que fes trois fils partagent fon 


bien de la maniere fuivante: l'aîné reçoit 


1000 écus de moins que la moitié de tout 
l'héritage ; le fecond reçoit 800 écus de 
moins que le tiers de tout le bien; & le 
troifieme reçoit 600 écus de moins que le 
quart du bien. On demande à quelle fomme 
fe monte l'héritage entier , & quelle eft la 
part de chaque héritier ? 

Exprimons l'héritage par x: 

la part du premier fils eft x —1000 

celle du fecond 3%— 800 
celle du troifieme rx— 600. 
Ainf les trois fils enfemble tirent = x + 


x+5x— 2400, & cette fomme doit être 


i E NES 
égale à x ; on a donc l'équation} x—2400 


=x. 


s z A 
Souftrayant x, ilrefte x —2400=0. 


474 ELÉMENS 


Ajoutant 2400, on a; x=2400. Multi- 

pliant enfin par 12, le produit eft x éga- 

lant 28800. 

Réponfe. L'héritage eft de 28800 écus, & 
l'aîné des fils reçoit 13 400 écus. 

le puiné — — — — 8300 


le cadet — — — — 6600 


tous trois enfemble 28800 écus. 


590. 


Septieme queffion. Un pere laiffe quatre 
fils, qui partagent fon bien de la maniere 
qui fuit: 

Le premier prend la moitié de l'héritage: 
moins 3000 livres. 

Le fecond prend le tiers, moins 10001. 

Le troifieme prend exaétement le quart 


du bien. 


Le quatrieme prend 600 livres, & la 


cinquieme partie du bien. 
De combien étoit l'héritage , & com- 
bien chaque fils a-t-il reçu? 
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Soit héritage total =x: 

l'aîné des fils aura 

le pumé — ——° 
le troifieme 

le cadet — — — - 

Tous les quatre auront reçu x- rxt} 
x-5x—3400, ce qu'il faut égaler à x, 
d'où réfüulte l'équation 5x—3400—x ; 

fouftrayant x, on a g x—3400=0;} 

ajoutant 3400 , On a Ex—3400; 
divifant par 17, On a x=—200; 

multipliant par 60, on a x—12000. 
Réponfe: L'héritage étoit de 12000 liv. 

le premier fils en a pris 3000 
le fecond — — — — 3000 
le troifieme — — — 3000 
le quatrieme — — — 3000. 


591. 
Huitieme queflion. Trouver un nombre 
tel que, fi on y ajoute fa moitié, la fomme 
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furpañle 6o d'autant que le nombre lui- 
même eft au-deflous de 65. 

Soit ce nombre =x , il faut que x—+< 
x—6o=6;—x , c'eft-à-dire À x—60=65 
La 

ajoutant x, on a2x—60=—65 ; 

ajoutant 60, on ax=—12;$; 

divifant par $, onaix=—25; 

multipliant par 2, on a x—50. 
Réponfe. Le nombre cherché eft ṣo. 


592. 

Neuvieme queflion. Partager 32 en deux 
parties telles que, fi je divife la moindre 
par 6, & la plus grande par 5 , les deux 
quotiens pris enfemble faflent 6. 

Soit la plus petite des deux parties cher- 
chées =x ș la plus grande fera =32—x ; 
la premiere, divifée par 6, donne %ž; la fe- 


conde , divifée par $, dome; or il 
faut quež +2 —6. Ainfi multipliant par 


ï 
5, ONaËx32—x—30; OÙ — gxt 3a 


sen 
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ajoutant x, il vient 32—30%-5x; 
fouftrayant 30 , il refte 2 #3; 
multipliant par 6, on a x=—12. 

Réponfe. Les deux parties font: la plus pe- 
tite —12, la plus grande —20. 


593: 


Dixieme queflion. Trouver un nombre 
tel que , fi je le multiplie par 5 , le produit 
foit autant au-deflous de 40, que le nom- 
bre lui-même eft au-deffous de 12. Je nom- 
merai ce nombre x, il eft au-deflous de 
12 de 12—x ; prenant le nombre x cinq 
fois, j'ai 5x, ce qui et moindre que 40 
de 4o— 5x, & cette quantité doit être égale 
à 12—X. 

Jai donc 40—5ÿx—12—%; 

ajoutant $x, j'ai 40—12+-4x 5 

fouftrayant 12, j'ai 28—4x ; 

divifant par 4, j'aix—"7, nombre cher- 

ché. 
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594. 

Onzieme queffion. Partager 25 en deux 
parties , telles que la plus grande contienne 
49 fois la plus petite. 

Soit cette derniere — x , la plus grande 
fera —25—x. Celle-ci divifée par celle-là 


doit donnér le quotient 49; on a donc 
= 49. 

Multipliant par x, on a 25-—x=—40x ; 

ajoutantx,. — — — 2; 


25 


Ee 
divifant par ṣ0, ~= > — 
Réponfe. La plus petite des deux parties 

cherchées eft=, & la plus grande eft 24 A 

divifant celle-ci par 


; ; 
=> où multipliant par 


2, On trouve 49. 


595. 

Douzieme queftion. Partager 48 en neuf 
parties, de façon que l’üne foit toujours de 
2 plus grande que la précédente. 

Soit la premiere & la plus petite partie 
=x, la feconde fera =x+-#, latroifieme 
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Or ces parties formant une progreflion 
arithmétique , dont le premier terme =x, 
le neuvieme-& dernier terme fera —x+4. 
Ajoutant ces deux termes enfemble, on a 
2%—4 3 multipliant cette ‘quantité par le 
nombre des termes, ou par 9, on a 18x 
+36; & divifant ce produit-par 2, on 
obtient -la fomme de toutes les neufparties 
—=9x 18, & qui doit équivaloir à 48. 
On a donc-9x-+18—48 ; 
fouftrayant 18, il refte ox—30; 
& divifant-par:9 on a x 3 
Réponfe. La premiere partie eft 33 52& 
les rieuf parties fe fuivent dans-ordre que 
voici: 
LÉ QU LES 
$ 


HS RTE FOTO HT 


Toutes enfemble-fonr 48. 
o 
596. 
Treiqieme-queflion. Trouver une progref- 
fion ‘arithmétique, dont le premier terme 
=, le dérnier ==10 ,&:lafomme=—60. 
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Nous ne connoiflons ici ni la différence 
ni le nombre des termes , mais nous favons 
que le premier & le dernier terme nous 
fuffiroient pour exprimer la fomme de la 
progreflion , fi feulement le nombre des 
termes étoit donné. Nous fuppoferons donc 
ce nombre =x , & la fomme de la pro- 
greffon s’exprimera par *; or nous favons 
d’ailleurs que cette fomme eft 60; ainf 


15% 


60; 2x4, & x—8. 
Maintenant, puifque le nombre des ter- 
mes eft 8, fi nous fuppofons la différence 
—7, il ne s’agit plus que de chercher le 
huitieme terme dans cette fuppofition , & 
de le faire — 10. Le fecond terme eft 5-7; 
le troifieme eft 5-27, & le huitieme eft 
ainfi 
5 +70 RE 
ETS) 
& e SE: 
Réponfe. La différence de la progreffion 
eft >, & le nombre des termes eft 8, & 
par conféquent la progreffion eft 
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RAS EE 6 PERS 
5457 E6 +77 +7Ś+84402+10, 

dont la fomme —60. 


597. 

Quatorzieme queflion. Je cherche un nom: 
bre tel, que fi du double de ce nombre 
Je fouftrais 1, & que je double le refte, 
qu'enfuite je fouftraie 2, & que je divife 
le refte par 4, le nombre réfultant de ces 
Opérations foit de 1 plus petit que le nom- 
bre cherché, 

Je füppoferai ce nombre = x ; le double 
eft 2x; fouftrayant 1, il refte 2x1; 
doublant ceci, j'ai 4x— 2: fouftrayant 2, 
il me refte 4x— 4; divifant par 4, il me 
Vient x—13 & c'eft ce qui doit être d’une 
Unité plus petit que x; ainf 

LT Tr. 

Mais voilà ce qu’on nomme une égua- 

tion identique ; elle indique que x weft pas 


du tout déterminé , & qu'on ‘peut prendre 
à fa placeunnombre quelconque à volonté, 
Tome I, Hh 
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598. 

Quinzieme queftion. Fai acheté quelques 
aunes de drap à raifon de 7 écus pour $ 
aunes, j'ai revendu de ce drap à raifon de 
11 écus pour 7 aunes, & j'ai gagné 100 
écus fur le tout: on demande combien il 
y avoit de drap? 

Suppofons qu'il y en ait eu x aunes; 
il faudra voir d’abord combien l’emplerte 
a coûté; cela fe trouve par la regle de trois 
fuivante: 

Cinq aunes coûtent 7 écus; que coûtent 
x aunes? Réponfe, x écus. 

Voilà ma dépenfe. Voyons à. préfent 
quelle eft ma recette ; il faudra faire la 
regle de trois qui fuit: Sept aunes me valent 


11 écus, combien me rapportent x aunes? 


Rép. = x écus. 
Cette recette doit furpaffer de 100 écus 
la dépenfe ; on a donc cette équation: 


ÿ 
p 6 3 
fouftrayant Z x , il refte ;+x=—100; 
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donc 6x=—3500, & x=583. 


4 . 1 : 
: Reponse. Il y avoit 583: aunes, qui ont 
été achetées pour 816 5 écus, & revendues 

: A 4 
enfuite pour 916% écus, moyennant quoi 
le profit a été de 100 écus, 


599. 

Seizieme queftion. Quelqu'un achete 12 
pieces de drap pour 140 écus. Deux font 
blanches , trois font noires & {ept font 
bleues. Une piece de drap noir coûte deux 
écus de plus qu'une piece de drap blanc, 
& une piece de drap bleu coûte trois écus 
de plus qu'une noire; on demande le prix 
de chaque forte. 

Suppofez qu'une piece blanche coûte x 
écus, les deux de cette forte coûteront 2x. 
De plusune piece noire coûtant x—2, les 
trois pieces de cette couleur coûteront 3x 
+-6. Enfin une piece bleue coûte-x-Ls ; 
donc les fept bleues coûtent 7x435. Ainf 
toutes les douze pieces reviennent enfem= 
ble à 12x41. 

Hh ïj 
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Or le prix réel & connu de ces douze 
pieces eft 140 écus ; on a donc 12-41 
= 140, 
& 12%==90 
donc x—8-; 
3 


ainfiune-piece de drap blanc coûte 8$ écus. 


$ : I 
drap noir 103 
H 

drap bleu 135 


600. 


Dix-feptieme queftion. Un homme qui 
a acheté des noix mufcades, dit que trois 
noix lui coûtent autant au-delà d’un fou 
que quatre lui coûtent au-delà de dix liards: 
on demande le prix de ces noix ? 

On nommera x l'argent que trois noix 
coûtent de plus qu'un fou ou quatre liards, 
& on dira: trois noix coûtent x4 liards, 
& quatre coûteront, par la condition du 
problème, x- vo liards. Or le prix de 
trois’noix donne celui de quatre noix 
encore d’une autre maniere, favoir par la 
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regle de trois; on fera 3:ix-H4=4 Ré 
ponfe, =., Ainf#té—; Lio, où 4x 
“H16=3x 30; ; ter 

donc x4-16=30, 

& x Pr 

Réponfe. Trois noix coûtent 18 liards, 
& quatre coûtent 6 fous ; donc chacune 
coûte 6 liards. 


Got. 


Dix-huitieme queffion. Quelqu'un a deux 
gobelets dargent avec un feul couvercle 
pour les deux. Le premier gobelet pefe 
12 onces, & fi on y met le couvercle, il 
pefe deux fois plus que l'autre gobelet; 
mais fi on couvre l’autre gobelet, celui-ci 
pefe trois fois plus que le premier: il s'agit 
de trouver le poids du fecond gobeler & 
celui du couverclef 

Suppofons le poids dü couvercle =x 
onces; le premiémgobélet étant couvert 
Pefera x-}iz onces. Orce poids étant le 
double de celui du fecond gobelet, il faut 

Hh iij 
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e 


que ce gobelet-ci pefe x-6. Si on le 
couvre, il pefera?x—-6, & ce poids doit 
être le triple de 12, ou du poids du pre- 
mier gobelet. On aura donc l'équation? # 
6—36, ou?x—30; donc rx=—10 & 
x—20. 

Réponfe. Le couvercle pefe 20 onces, 
& le fecond gobelet pefe 16 onces, 


602. 


Dix-neuvieme queftion. Un Banquier 4 
deux efpeces de monnoie; il faut a pieces 
de la premiere pour faire un écu; il faut à 
pieces de la feconde pour faire la même 
fomme. Quelqu'un vient & demande c pie- 
ces pour un écu ; combien le Banquier lui 
donnera-t-il de pieces de chaque efpece 
pour le fatisfaire ? 

Suppofons que le Banquier donne x pie- 
ces de la premiere efpece; il eft clair qu'il 
donnera c— x pieces de l’autre efpece: Or 
les x pieces de la premiere valent = écu 
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par la proportion a1=x:%; & les c—x 


pieces de la feconde efpece valent <* écu, 
=. Il fautdonc 

syes bx ih à 
que Er, ou +c—x—6, ou px 
~Hac—ax=ab, ou bien bx—ax=—ab—ac ; 


Hs 


parce qu'on a b:1=c—x: 


, ou x4, Par 
bezab _ b(e—a) 


a z 
Réponfe. Le Banquier donnera “9 
4) 


ces de la premiere efpece, & “1 
de la feconde efpece. 
Remarque. Ces deux nombres fe trouvent 


d'où l’on tire x— 


conféquent c—x= 


pie- 
pieces 


facilement par la regle de trois, lorfqu'il 
s’agit de faire une application de nos ré- 
fultats. On dira, pour trouver le premier: 
=, Le fecond nombre 

fe détermine en faifant: b—a:c—a==b:tt, 
Il faut remarquer aufi que a eft plus 
petit que b, & que c eft pareillement plus 
petit que $, mais cependant plus grand 
que a, ainfi que la nature de la chofe le 


demande, 


Hh iv 
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603. 

Vingtieme queflion. Un Banquier a deux 
fortes de monnoie: dix pieces de Pune font 
un écu, & il faut zo pieces de Pautre pour 
faire un écu. Or quelqu'un demande à 
changer un écu contre dix-fept pieces de 
monnoie; combien recevra-t-il donc de 
pieces de chaque forte? 

Nous avons ici a—1 0, 210, & c—17; 
ce qui fournit les regles de trois fuivantes: 
I. 10:3—=10:3, ainfi 3 pieces de la pre- 

miere forte. 

IL. 10:7=—20:14, & 14 pieces de. la fe- 
conde forte, 


604. 
Wingt-unieme queflion. Un-pere laiffe à 
fa mort quelques enfans , avec un bien qu'ils 


partagent de la maniere fuivante: 

Le premier reçoit cent écus & la di- 
xieme partie du refte. 

Le fecond tire deux cents écus & la di 
xieme partie de ce qui refte. 
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Le troifieme prend trois cents écus & la 
dixieme partie de ce qui refte. 

Le quatrieme prend quatre cents écus & 
la dixieme partie de ce qui refte , & ainfi 
de fuite. 

Et il fe trouve à la fin, que le bien a été 
partagé égalément: entre tous les enfans. 
On demande maintenant de combien étoit 
l'héritage, combien il y avoit d’enfans, 
& combien chacun a reçu? 

Cette queftion et d’une nature toute par- 
ticuliere, & mérite par-là qu'on y fafle at- 
tention. Pour la réfoùdre plus facilement, 
nous fuppoferons l'héritage total == écus; 
& puilque tous les enfans tirent une même 
fomme, foit cette portion d’un chacun =x, 
moyennant quoi le nombre des enfans s'ex- 
prime par£. Cela pofé, voici comment 
nous nous y prendrons pour réfoudre la 
queftion propofée, 
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ou le bien | des Portion de chacun. 
å partager, | Enfans. 
SDA Aa 


P SE groo 
tlle 1". Jro e 
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Nous favons donc déjà que la part de 
chaque enfant étoit 900 écus; ainfi en pre- 
nant à préfent à volonté une des équations 
de la troifieme colonne, par exemple la 
premiere , elle devient, en fubftituant à x 
fa valeur, 900—10047%®, d'où lontire 
z fur le champ ; car on a 9000 —1000-7 
t4r|le 5°, | 2500 ÉÈ|| co #1 MM 100» 01 9000=90P-F T3 donc g Br 005 
5; Ps ; 3 & par conféquent $ —0. 

Tg le 6°. | x=600 1] 8 ainfi de fuite Réponfe. Ainfi le nombre des enfans=9; 
l'héritage laifé par le pere —8100 écus; 
& la portion de chaque enfant —900 écus. 


Différences. 


a a) 


7—xile 2°, 


x100 i 
Er, 
o 


{-#=200 
zoo t | 100 


| e -2% 
elle ea 1-2%-300 __ #00) 
í 3 -|x=300+- 100—+ 


19 


+100 
20. 
10 


1—3x|le 4°. | r400- EE] 00, 


Nous avons inféré dans la derniere co- 
lonne les différences qu’on obtient en fouf. 
trayant chaque portion de la fuivante. Or 
toutes les portions étant égales , il faut que 
chacune de ces différences foit —o. Et 
comme il arrive heureufemenr qu'une mê- 
me expreflion a lieu pour toutes ces dif- 
férences , il fufira d'en égaler une feule à 


CHERE VS 


De la réfolunion de deux ou de plufieurs 
Equations du premier degré. 


6o05. 


zéro, & on aura donc l'équation 100—219 


—o. Multipliant par 10, on a 1000 —x 
—100=0, où 900—x=—0; par confé 
quent x=900. 


i arrive fouvent qu’on eft obligé de faire 
entrer dans le calcul deux ou plufieurs de 
ces nombres inconnus , repréfentés par les 
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lettres x, y, Z> &c. & fi la queftion eft 
déterminée , on parvient dans ce cas.là à 
autant d'équations , defquelles il s’agit en- 
fuite de tirer les inconnues. Comme nous 
ne confidérons encore que les équations qui 
ne contiennent pas des puiffances d’une in- 
connue plus élevées que la premiere , ni 
des produits de deux ou de plufieurs in- 
connues , on voit que ces équations auront 
toutes. la forme az+-bycx—d, 


606. 


Commençant donc par deux équations, 
nous chercherons à en tirer les valeurs de 
r&y; & pour traiter ce cas d’une ma- 
niere générale, foient les deux équations : 
I axhy—c, & IL fo (=h, ùa, 
b, c & f, g, hfignifient des nombres cón- 
nus. Il s’agit donc ici de tirer de ces deux 
équations, les deux inconnues x & y. 

607: 

La voie la plus naturelle pour y parvenir 

fe préfente-aifément à lefprit; cet de 


D'ALGEBRE. 493 
déterminer par lune & l’autre équation la 
Valeur d’une des inconnues , par exemple, 
de x, & de confidérer enfuite l'égalité de 
ces deux valeurs; car on aura une équa- 
tion , dans laquelle l'inconnue y fe trouvera 
feule & pourra être déterminée par les 
regles que nous avons données plus haut. 
Connoiffant donc alors y, on maura plus 
qu’à fubftituer fa valeur dans une des quan- 
tités qui exprimoient x. 


608. 


D'après cette regle, nous tirons de la 
premiere équation: x—==?, & de la fe- 
conde , x =; pofant ces deux valeurs 
égales lune à Pautre , nous avons cette 
nouvelle équation : 

by =i, 


multipliant par a, le produit eft c—ży 
hay , 


He SS i Lee le 
multipliant par f, le produit eft fe—fby 
—=4h— agy ; 
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ajoutant agy , on a fe—fby -agy =ah ; 

fouftrayant fc, il refte —fhy-+agy=ah-fts 

ou bien (aġ— bf) y=ah— ft; 

divifant enfin par ag—bf, nous avons y 
Pour fubftituer donc à préfent cette va- 

leur de y dans une, des deux valeurs que 

nous ayons trouvées pour x, comme dans 


; b 
la premiere x=“, nous aurons d’abord 


E AER E AA A e hhf, 
by= ei de-là c—by=c Ah 
py — "g bf- abh bef _ acg-abk 12 

ou c—by—" PE mm = di 


ie — c-by__ cg-bh 
vifant par a, =^? =" 


609. 


Premiere queflion. Pour éclaircir cetté 
méthode par des exemples, foit propofé 
de trouver deux nombres , dont la fomme 
foit —15, & la différence —7. 

Nommons x le nombre qui eft le plus 
grand, & y le plus petit. Nous aurons 


Lx+y=15s, & IL)x—y=7. 
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La premiere équation donne x=15—y, 
& la feconde donne x=—7--y; de-là ré- 
fulte la nouvelle équation 15 —7=—7+7. 
Ainfi 1$=7+2y ; 2Y=8 , À y—45 au 
moyen de quoi on trouve x=11. 
Réponfe. Le plus petit nombre eft 4, & 
le plus grand eft 11. 


610. 

Seconde queflion: On peut auff généra- 
lifer la queftion précédente , en cherchant 
deux nombres, dont la fomme foit =a, 
& la différence =å. 

Soit le plus grand des deux =x , & le 
plus petit =y. 

On aura L)x4y=a, & I)s—y=b ; 
la premiere équation donne x=a—y ; 
x=b+y. 
Donc a—y—b+-y; a=b-}zy; 2y—a—b; 

a-b 


enfin y= , & par conféquent x=a—y 


la feconde 


atb __ a+b 


=a— = . 


z z 
Réponfe. Le plus grand nombre, où x 
RE. 2 $s a 

et =; & le plus petit, où y et =", 
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ou, ce quirevient au même, x=} 4-4, 
& y=za—1 b; & de-là réfulte le théo- 
reme fuivant: Quand la fomme de deux 
nombres quelconques efta , & que la dif- 
férence de ces deux nombres eft 4 , le plus 
grand des deux nombres eft égal à la moitié 
de la fomme plus la moitié de la diffé- 
rence ; & le plus petit des deux nombres 
eft égal à la fomme moins la moitié de la 
différence. 


611. 


On peut aufi réfoudre la même quef 
tion de la maniere qui fuit : 

Puifque les deux équations font, x+y 
=a, dy 

Si on les ajoute l’une avec Pautre , 0n 
a 2x — ab, 

Donc x= 


Enfuite, fouftrayant les mêmes équations 
donc 


lune de l’autre, on a 2Y—=a—4 ; 
e—b 
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G12. 


Troifieme gueflion. Un mulet & un âne 
Portent des charges de quelques quintaux, 
L'âne fe plaint de la fienne & dit au mulet: 
il ne me manque que de porter encore un 
quintal de ta charge, pour être plus chargé 
que toi du double. Le muler répond: oui, 
mais fi tu me donnois un quintal de latienne, 
je ferois trois fois plus chargé que toi. On 
demande combien de quintaux ils portoient 
chacun ? 

Suppofons la charge du mulet de x quina 
taux, & celle de l'âne de y quintaux. Si 
le mulet donne à l'âne un quintal, celui-ci 
aura yi , & il reftera à l'autre x—t $ 
& puifque dans ce cas l'âne eft deux fois 
Plus chargé que le mulet , on a y 12% 
aaae TA 

Mais fi l'âne donne un quintal au mulet, 
Celui-ci a x-1, & lâne garde y—1; & 
la charge du premier étant Maintenant triple 
de celle du fecond; on ax, 

Tome 1, Ii 
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Nos deux équations feront par confé- 
quent 

1.)y+1i=2x—2, ets 

La premiere donne x=, & la fe- 
conde donne x=3y—4; de-là réfulte la 
nouvelle équation =—=3y—4, qui donne 


y=", & au moyen de quoi on détermine 


PONS EE 
auffi la valeur de x, qui devient =—2£. 
Réponfe. Le mulet portoit 2 À quintaux » 
ia An S 
& lâne portoit 2% quintaux, 


G13. 


Lorfqu’on a trois nombres inconnus, & 
autant d'équations, comme, par exemples 
IL) x+y—z=8, IL) x ; HL.)Y 
7—x=—10, on commencera, comm? 
aupařavant par tirer de chacune la valets 
de x, & on aura par la I°.)x=—8+;—y; 
par la I.)x=9-by7, & par la I°.)* 
=y7—10. 

Comparant maintenant la premiere de 
ces valeurs avec la feconde’, & après cela 
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auffi avec la troifieme , on aura les équa- 

tions fuivanres: 

DB —4, 847 
+z— ro. 

Or la premiere donne 24—2y=1 , & 
la feconde donne 2y—18, ou I=9 5 fr 
donc on fubititue cette valeur de y dans 
24 2YSI , ONa 27— 181, & 2419, 
ainfi 4=925.ilne rete donc que x à dé. 


términer; con le trouve facilement =8 £, 

Il eft arrivé ici par hafard que la lettre 
z seft éliminée dans la derniere équation, 
& qu’on-a trouvé la valeur de y immédia» 
tement. Si ce cas n'avoit pas eu lieu, on 
auroit eu deux équations entre 7 & y, qu'il 
auroit fallu réfoudre par la regle précé: 
dente. 

GI4. 

Qu'on ait trouvé les trois équations fui 
Vantes : 
Dry 425, IL)s-2y 43246, 

HEJA tan 6 2. 
li j 
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Si on tire de chacune la valeur de x; 

on a 
DEEE s Mems, 
IL) s= sy 57—62. 

Comparant à préfent ces trois valeurs 
entr'elles, & d’abord la troifieme avec la 
premiere, on a 3y— 57 —62— "2%; 
multipliant par 3, 9y-157—186—2$ 
y+; aini Qy+1 52) 4 
8c ray rrz=z1r par la premiere & la 
troifieme. Comparant auffilatroifiemeavec 
la feconde; on a 3y + 57—61: =, 
Où 46-4 2y —37=1 yF 257—310, ce 
qui fe réduit à 356—1 3y-}+287- 

On tirera maintenant de ces deux nou- 
velles; équations la valeur de y: 
L)211=14y+117 5 donc 14y=—211—114 

& y=, 
IL.)356=137+287; donc 137=356—28%» 
& J= LF 

Ces deux valeurs forment la nouvelle 

équation =i =, laquelle fe change 


DA 1-CYE BRIE. soi 
en celle-ci, 2743—1437—4984— 3027, 
qui fe réduit à 2497=2241 ; & d'où l'on 
tire 7=9. 

Cette valeur étant fubftituée dans une ` 
des deux équations de y & z, on trouve 
=, & enfin une fubftitution femblable 
dans une des trois valeurs de x, donnera 
IE. 


GTS. 


Si on avoit plus de trois inconnues à dé- 
terminer, & autant d'équations à réfoudre, 
on pourroit s’y prendre de la même ma- 
niere ; mais on fe trouveroit engagé le plus 
fouvent dans des calculs fort Prolires, 

Il eft donc à propos de remarquer que 
dans chaque cas particulier on ne manque 
guere de rencontrer des moyens qui en fa- 
cilitent beaucoup la réfolurion. Ces moyens 
font d'introduire dans le calcul, à côté des 
inconnues principales, une ouvelle incon- 
nue arbitraire, telle qu’eft, parex. la fomme 
de toutes les autres; & quand on eft un 

li iij 
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peu verfé dans ces fortes de calculs, On 
juge affez facilement ce qu'il eft le plus 
convenable de faire (*). Nous allons rap- 
porter quelques exemples qui peuvent gui- 
der dans application de-cette méthode. 


616. 


Quatrieme queflion. Trois perfonnes 
jouent enfemble ; dans la premiere partie 
le premier Joueur perd avec chacun des 
deux autres autant que chacun d’éux avoit 
d'argent fur lui. Dans la feconde partie, 


c'eft au fecond Joueur que les deux autres 


gagnent autant chacun qu'ils ont déjà d'ar- 
gent. Dans la troifieme partie enfin, le pre- 
mier & le fecond Joueur gagnent au troi- 
fieme autant dargent chacun , qu'ils en 
avoient. Ils ceffent alors de jouer, & il fe 


mer a donné à la fin de fon Jmtroduéion à 
des lignes courbes , une très-belle regle pour dé- 
immédiatement, & fans paffer par les opérations 

des inconnues de ces fortes d'équa= 
tons, en quelque nombre que foient ces inconnues, 
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trouve qu'ils ont tous une fomme égale, 
favoir vingt-quatre louis chacun. On de- 
mande avec combien d'argent chacun seft 
mis au jeu ? 

Suppofons que l'enjeu du premier Joueur 
ait été de x louis, celui du fecond, y, & 
celui du troifieme , z. Et faifons outre cela 
la fomme de tous les enjeux, ou x-y-7, 
=J: Or le premier Joueur perdant dans 
la premiere partie autant d'argent qu'en 
ont les deux autres, il perd /—x; (car 
lui-même ayant eu x, les deux autres au- 
ront eu /—x) ; donc il lui reftera 2x—/; 
le fecond aura 2y, & le troifieme aura 2%. 

Voici donc ce que chacun aura après 
la premiere partie : le I.)2x—/, le IL.)2y; 
le IIL.)27. 

Dans la feconde partie, le fecond Joueur 
qui a maintenant zy , perd autant d'argent 
qu’en ont les deux autres, c'eft-à-d. /—zy ; 
il lui refte par conféquent 4y—f. Quant 
aux autres , ils auront le double chacun de 
ce qu'ils avoient; ainfi après la feconde 

Ii iv 
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partie les trois Joueurs ont le I.) 4x—2/; 
le IL.)47—f, le IIL.)47. 
Dans la troifieme partie, c’eft le troi- 
fieme Joueur, lequel a aétuellement 47; 
qui eft le perdant ; il perd avec le premier 
4x—2f, & avec le fecond 4y—/f; par 
conféquent après cette partie nos trois 
Joueurs auront: 
le L)8x—4f, le IL)8y—2/, le IT.)87—f 
Or chacun ayant maintenant 24 louis, 
nous avons trois équations, telles que la 
premiere donne fur le champ x , la feconde 
Y, & la troifieme z; de plus f eft connu 
& —72, puifque les trois Joueurs enfemble 
ont 72 louis à la fin de la derniere partie; 
mais c’eft à quoi il neft pas même nécef- 
faire de faire attention d'abord, comme 
on va le voir, Nous avons 
1)8x—4/—24, où 8x—24+4f, où x 
=3+-5/; 

IL)8y— 2/24, ou 8y=244 2f, où y=3 
F 

I.) 87/524: au 87E 24th où E3 +A 
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Ajoutant ces trois valeurs , on a 

x+y t=T 

Ainfi , puifque x+y+z=/, on a (—9 
FiS donci /=9, & f=72. 

Si on fubftitue à préfent cette valeur de 
J dans les expreflions trouvées pour x, y 
& 7, on trouvera qu'avant que de fe mettre 
au jeu, le premier Joueur avoit 39 louis; 
le fecond, 21 louis; & le troifieme, 12 
louis. 

On voit par cette folution comment, 
par le fecours de la fomme des trois in- 
connues, on furmonte heureufement les 
obitacles qui fe préfentent dans la voie or- 
dinaire. 


617. 


Quoique la queftion précédente paroiffe 
d’abord affez difficile , nous remarquerons 
cependant qu'on peut la réfoudre, même 
fans algebre. On n’a qu'à chercher à le 
faire en rétrogradant. On confidérera que 
Puifque les Joueurs , en quittant le jeu, 
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avoient chacun 24 louis, & que dans la 
troifieme partie, le premier & le fecond 
ont doublé leur argent , ils doivent avoir 
eu avant cette derniere partie: 
le I)r2, le IL)12, & le HI.)48. 

Dans la feconde partie ce font le pre- 
mier & le troifieme qui ont doublé leur 
argent; donc avant cette partie ils avoient: 

le L)6, le Il.)42, le IL)24. 

Enfin, dans la premiere partie, le fe- 
cond & le troifieme Joueur ont gagné cha- 
cun autant d'argent qu'il en avoit fortis 
donc en commençant les trois Joueurs 
avoient devant eux: 

L.)39, IL)21, IL.)12. 

Ce que nous avons aufi trouvé par la fo- 
lution précédente. 


618. 


Cinquieme queftion. Deux perfonnes doi- 
vent 29 piftoles; elles ont de l'argent toutes 
les deux, mais pas autant Chacune pouf 
pouvoir acquitter feule cette dette com- 
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mune; le premier Débiteur dit donc au 
fecond, fi vous me donnez les de votre 
argent , je payerai feul la dette fur le 
champ. Le fecond lui réplique qu'il pourroit 
auf acquitter feul la dette, fi l’autre lui 
donnoit les= de fon argent. On demande 
combien ils ont l’un & l’autre? 

Suppofons que le premier ait x piftoles, 
& que le fecond ait y piftoles. 
Nous aurons d’a Ly=— 
+ abord X 729 ; 
enfüuite auff 2x — 
e aufi, y+ix— 209. 
La premiere équation donne x= 29 
2 
—3 y> & la feconde donne s= v; 


do 7 
7. On tire de cette 


ainfi 29 — zy == 


équation y=147; es AERES 


Réponfe. Le premier Débiteur a 192 
piftoles , & le fecond a 142 piftoles. 


619. 


Sixieme queflion. Trois freres ont acheté 
une vigne pour cent louis. Le cadet dit 
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qu'il pourroit la payer feul, fi le fecond 
lui donnoit la moitié de l’argent quil a5 
le fecond dit que fi l'ainé lui donnoit le 
tiers feulement de fon argent, il payeroit 
la vigne feul ; enfin l'aîné ne demande que 
le quart de largent du cadet, pour payer 
feul la vigne. Combien chacun avoit-il 
d'argent? Que le premier ait eu x louis; 
le fecond , y louis; le troifieme, z louis; 


on aura les trois équations fuivantes : 


L)x+ y=roc: IL)y+5+=100. IL.) 7 
x=100; deux defquelles feulement 


donnent la valeur de x, favoir [.)x—100 
—}y, UL)x=—400— 47. Ainfi on a lé 
DE 400 — 47 
quation : 
1 ï 

100 —; Y—400—47 ; OÙ 47-—5Y=—300; 
qu'il faudra combiner avec la feconde, 
afin de déterminer y & z. Or la feconde 


équation étoit y+-=7=—100 ; on en tire 
donc y=1 007 5 & l'équation trouvée 
en dernier lieu étant 47 —1y=—=300, on 
a y=87—6oo. Par conféquent la dernieré 
équation eft: 
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100 —+ 7—=87—600; ainfi 8 : 7=700; 
Qu#7=—700, & 7—84. Donc y—100 
AB TUE CAS 

Réponfe. Le cadet avoit 64 louis, le 
puiné avoit 72 louis, & l'aîné avoit 84 
louis. 

620. 

Comme dans cet exemple chaque équa- 
tion ne renferme que deux inconnues, on 
peut parvenir d’une façon plus commode 
à la folution.cherchée. X 

La premiere équation donne y= 200 
—2#5 ainfi y eft déterminé en x; & fi 
on fubftitue cette valeur dans la feconde 
équation , On a 200— 2x z= 100; 
donc=7=2x—100, & 7=6x%—300. 

Ainfi z eft aufli déterminé en x; & fi 
On introduit cette valeur dans la troifieme 
équation, on-obtient 6x—3004=x=100, 
où x fe trouve feul & qu'on réduit à z5% 
16000, d'où l'on tire x=—64. Par 
Conféquent y—200—128—72, 87384 
30084. 
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6321. 


On peut füivre le même procédé, lort 
qu'on a un plus grand nombre d'équations- 
Suppofons, par exemple, qwon'ait d'une 
maniere générale: Ljun, Il.) +44 
EAS IL.) y +7, IV.)7+-5—7; OÙ 
en chaffant les fraétions : L)auLx—an 
IL)bx y bn, My4 zen, IV.)di 
un. 

Ici la premiere équation donne d'abord 
x—an— au, & cette valeur étant fubftis 
tuée dans la feconde, on a abn—abu ty 
=bn ; ainfi y=bn—abn- abu; la fubfti- 
tution de cette valeut dans la troifiemé 
équation donne cn—aben=jábcut z= en; 
donc 7=cn—ben-+abcn=abcu; fubftituant 
enfin cecidans la quatrieme équation, on 4 
cdn-—bcdn-abcdn—abcduu=dn: Ainfi 
dn— cdn-bedn—abcdn=-abcdu ny 
ou bien (abcd-—1) u—abcdn—bcdn-cdn 

abeda-bednsedn-dn y 


dn ; où lon tireu 57 Fes 
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Par conféquent on aura 
abcdn—acdn+adn-an 
AR abed1 FE sales 1 
abcdn-abdn+abn=bn __  (abed—abd+ab-t) 
pod 2 PIRE à 
abedn=aben+ben=en ___  (abcd-abe+be-e) 
abed=t "yaris EA 
___ abédn-bedn+edndn ___  (abcd=bed+cd-d) 
abat Pr Cu cri 
7 


(abed-acd+ad-a) 


u 


622. 

Septieme queflion. Un Capitaine a trois 
compagnies : Pune eft de Suifles ; Pautre 
eft de Suabes , la troifieme eft de Saxons. 
Il veut donner un affaut avec une partie 
de ces troupes, & il promet une récom- 
penfe de gor écus fùr le pied fùivant: 

Que chaque Soldat de la compagnie 
qui monteta à Paffaut , recevra 1 écu, & 
que le refte de argent fera diftribué éga- 
lement aux deux autres compagnies. 

Or il fe trouve que fi les Suiffes donnent 
Paffaut, chaque Soldat des autres com- 
pagnies reçoitun demi-écu ; que fi les Sua- 
bes vont à l’affaut, chacun des autres reçoit 
Lécu; enfin, que fi les Saxons donnent 
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laffaut, chacun des autres reçoit = écu. On 
demande de combien d'hommes étoit cha- 
que compagnie ? 

Suppofons le nombre des Suifles =x, 
celui des Suabes =y , & celui des Saxons 
==. Et faifons de plus x+-y+7=/, parce 
qu'il eft facile de voir que c’eft le moyen 
abréger confidérablement le calcul. Si 
donc les Suifles donnent l’affaut , leur nom- 
bre étant x, celui des autres fera /—x; 
or ceux-là reçoivent 1 écu, & ceux-ci un 
demi-écu; ainfi on aura 

STN 

On trouvera de la même maniere que 

fi les Suabes donnent l’affaut, on a 
YA ee 

Et enfin que, fi ce font les Saxons qui 

montent à l’affaut, on aura 
e 901: 

Chacune de ces trois équations fuffira 
pour déterminer une des inconnues #3 
y & 45 

cas 
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Car la premiere donne x=1802—/, 
la feconde donne 2y=2703 —f, 
la troifieme donne 34—=3604—/. 


Or fi lon prend maintenant les valeurs 
de óx, 6y & 6z, & qu’on écrive ces va= 
leurs Pune fous Pautre , ON aura 

10812— 6f, 

8109— 3/, 

7208— 2f, 
& ajoutant: 6/ 26129—11f , ou 17 f 
=26129; ain /=1 532 ; C'eft le nombre 
total des Soldats , au moyen duquel on 
trouve 
X—1802—1537— 265; 
2ÿ—2703—1537—1166, ou y=583 3 
3X—3604—1537—2067; ou 7=—=689. 

Réponfe. La compagnie des Suifles eft 
de 265 hommes ; celle des Suabes > de 583 
hommes ; & celle des Saxons, de 689 
hommes. 
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eeen eE 
CHAPITRE V. 


De la réfolution des Equations pures du 
fecond degré. 


623. 
ON dit qu'une équation eft du fecond 


degré, quand elie renferme le quarré où 
la:feconde puiflance ‘de: l'inconnue , fans 
qu'on y trouve des puiflances: plus élevées 
de cette inconnue. Une équation qui ren: 
fermeroit aufli la troifieme puiflance de 
inconnue , appartiendroit déjà aux équa 
tions cubiques, & fa réfolution demande 
roit des regles particulieres, 


624. 
Il n’y a donc que trois efpeces de termes 
rd H 
dans une équation du fecond degré. En 
premier lieu les termes où Pinconnue ne 
fe trouve pas du tout you qui ne font com- 
pofés que de nombres connus, 
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En fecond lieu , lës termes dans lefuels 
On rencontre féulement la premiere puif 
fance de la quantité inconnue, 
En troifieme lieu, les termes qui con- 
tiennent le quarré de Ja quantité inconnue. 
Aint x fignifiantune quantité inconnue, 
& leslertres a; b, c, d, &ec. repréfentant 
des nombres connus , les termes de la pre- 
miere efpece feront de la forme a , les ters 
mes de la feconde efpece auront la forme 
óx, & les termes de la troifieme efpece 
auront la forme cxx, 


G25. 

On a déjà vu fuffifämment quë deux où 
blufeurs termes d'une même efpece peu: 
Vent fe réunir enfemble , & être confia 
dérés comme tn feul terme. 

Parexemple, on peut confidérer comme 
Un feul terime la formule axx x 


er i 
en la repréféntant par (424 fc)+x; puit 


qu'en effet a—b-Hc eft une quantité con< 
Que, 
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Et quand même de tels termes fe trou- 
veroient des deux côtés du figne —, on 
a vu comment on doit les porter d’un même 
côté, & les réduire enfuire à un feul terme. 
Soit, par exemple, l'équation 
2XX— 3% 4 sxx—8x-1 E3 
ouftrait d’abord 2xx, & il vient 
— 3x4 xx 8x rt ; 
ajoutant enfuite 8x, on obtient 
sx 4 3xx tr 1 ; 
fouftrayant enfin 11, il refte. 3xx—5$x—7. 
626. 


On peut aufti tranfporter tous les termes 
d’un même côté du figne =, de façon qu'il 
ne refte que o dans l’autre membres-le 
principal eft de faire attention que quand 
on tranfporte des termes d’un côté à l’autre, 
il faut en changer les fignes. 

C'eft ainfi que l'équation ci-deflus pren- 
dra cette forme, 3xx—5$x7—0o, & 
c’eft aufi pourquoi on peut repréfenter 
toute équation du fecond degré générale- 
ment par cette formule, 
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axx+bxte—0o, 
dans laquelle le figne + fe prononce plus 
ou moins, & indique que de tels termes 


peuvent être tantôt pofitifs & tantôt né- 
gatifs. 


627. 


Quelle forme quait primitivement une 
équation du fecond degré, on peut toujours 
la réduire à cette formule de trois termes: 
qu’on foit parvenu, par exemple, à l'équa- 
uon 


il faudra , avant:toute chofe , chafler les 
fraétions: multipliant pour cet effet d’abord 
par cxd, on a axb ee te 
enfuite par gx—-4, on a 
agxx+bex+ahx-+bh=cexx+cfx-+edx-+fd, 
ce qui eft une équation du fecond degré, 
& qu’on réduit aux trois' termes füivans, 
que nous tranfpoferons en.les rangeant de 
la maniere qui eft le plus en ufage: 


Kk ij 


ELÉMENS 
agxx-j-boxtbh s 
exxahxfd, 


=ef 


On peut repréfenter aufli cette équation 
de la maniere fuivante , qui eft même plus 
claire : 
o=(ag=ce)xx+(bo-+ah— cf—ed)x+bh-fd. 

28, 

Ces équations du fecond degré, cù toutes 
les trois efpeces de termes fe trouvent, fe 
nomment completes, & leur réfolution eft 
aufli fujette à plus de difficultés; c’eft pour: 
quoi nous commencerons par confidérer 
celles où un de cestermes marque. 

Or fi c'étoit leterme:xx qui ne fe trou- 
vât pas dans l'équation, elle ne feroir pas 
du fecond degré , mais elle appartien- 
droit à celles dont nous avons traité ; que 
fi c'étoit le terme qui ne contient que-des 
nombres connus, qui manquât , l'équation 


auroit cette forme, axx-kôx=o, laquelle 
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Étant divifible par x, fe réduit à ax =o; 
qui eft pareillement-une équation du pre- 
mier degré, & n'appartient pas ici. 


629. 


Mais lorfque c’eft le terme moyen, le- 
quel contient la premiere puiflance dex, 
qui manque, l'équation revêt cette forme, 
axxtc—0o, ouaxx=pc; le figne de c 
pouvant être foiv pofitif , foit négatif, 

Nous appellerons unetelle équation, une 
équation du fecond degré pure , par la rai- 
fon que fa réfolution ne fouffre aucune dif- 
ficulté. En effet, on n’a qu'à divifer par a, 
on obtient xx—£; & prenant de part & 
d'autre la racine quarrée, on trouve x 
=y£ ; au moyen de quoi l'équation eft 
réfolue. 

630. 

Mais nous avons à préfent trois cas à 

confidérer ici. Le premier, quand £eft un 


nombre quarré, dont on puifle par confés 
Kk iv 
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quent afligner réellement la racine, on 
obtient dans ce cas pour la valeur de x 
un nombre rationnel, lequel peut être ou 
entier ou rompu. Par exemple , l'équation 
xx= 44; donne x—12; & celle-ci, xx 
=, donne sah, 

Le fecond cas a lieu, quand £ n’eft pas 
un quarré , dans lequel cas par conféquent 
il faut fe contenter du figne y. Si, par 
exemple, xx—12, on a x— yı 2, dont 
la valeur peut fe déterminer par approxi- 
mation, comme nous l'avons fait voir plus 
haut. 

Le troifieme cas enfin eft celui où = de- 
vient un nombre négatif; alors la valeur 
de x eft tout-à-fait impofible & imaginaire, 
& ce réfultat prouve que la queftion qui 
a conduit à une telle équation , eft impof- 
fible d'elle-même. 


631: 


Nous obférverons encore, avant que 


d'aller. plus loin, que toutes les fois qu’il 
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eft queftion d'extraire la racine quarrée 
d'un nombre, cette racine a toujours deux 
valeurs , dont l’une eft poñitive & l’autre 
négative. Nous avons déjà fait remarquer 
cela plus haut. Quon ait l'équation xx=49, 
la valeur de x ne fera pas feulement +7, 
mais aufli —7 , ce qu’on indique par x=+7. 
Aïnfi toutes ces queftions admettent: une 
folution double ; mais on remarquera ce- 
pendant que dans plufeurs cas, dans ceux, 
par exemple, où il s’agit d’un certain nom- 
bre d'hommes, Pon comprend bien que la 
valeur négative ne fauroit avoir lieu. 


632 


FA 

Dans le cas précédent même, où c’eft 
la quantité connue qui manque, les équa- 
tions , axx=—#x, ne laiflent pas d'admettre 
deux valeurs de x, quoiqu’on n’en trouve 
qu'une feule, fi l’on divife par x. Car fi Pon 
a, par exemple , l'équation xx=3x, où 
il s'agit d’afligner pour x une-valeur telle, 


que xx devienne égal à 3x, cela fe fait 
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en fuppofant x—3, valeur qu'on trouve 
en divifant l'équation par x; mais outre 
cette valeur il en elt encore une autre qui 
fatisfait également, c'eftx=—o; car alors 
xx—0, & 3x—0o. Toutes les équarions 
du fecond degré en général admettent deux 
réfolutions , tandis qu'une feule folution 
peut avoir lieu pour les équations du pre- 
mier degré. 

Nous allons maintenant éclaircir par 
quelques exemples ce que nous avons dit 
fur les équations du fecond degré pures, 


22 
s Dis 

Premiere queflion: On cherche un nom- 
bre dont la moitié, multipliée parle tiers, 
fafle 24? 

Soit ce nombre = x: il faut que 1x, 
multiplié par p x, donne 24; on aura donc 
l'équation $ xx== 214. 

Multipliant par 6, on a xx=r44; & 
lextraftion de la racine donne x=+12: 
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On met+; car xH, 0042126, 
+ 


&! 


Xx 4, & le produit de ces deux nom= 


3 
bres ént 24; &fi =i, ona5*= 6, 


& 2 dont le produit eft égale- 
Ment 24. 


634: 


Seconde queflion. On cherche un nom- 
bre tel, qu’en y ajoutant $, & en en re- 
tranchant le produit de la fomme par 
la différence foit —96. 

Soit ce nombre x, il faudra que x+s, 
multiplié par x—$ , donne 96; d’où réfulte 

$ on xx— 25 —096. 

Ajoutant 25 , onaxx=r2r; &extrayant 
la racine, il vient +—11. Ainii X+$—16, 
xs 6 ; or en effet 6.16-— 06. 

635. 

Troifieme queftion,:On cherche un nom- 

bre tel, qu’en l'ajoutant à 10, &enlere- 


tranchant de 10 , la fomme multipliée-par 
lerefte ou par la différénce, donne- gr. 


524 ErimEeENs 

Que x foit ce nombre; il faut que 10+%; 
multiplié par 10—x, faffe ç1, & qu'ainfi 
100—xx==ş 1. Ajoutantxx, & fouftrayant 
51, 0naxx=—49, dont la racine quarrée 
donne x=7. 


636. 

Quatrieme queffion. Trois Joueurs qui 
ont fait une partie, fe retirent; le premief 
avec autant de fois 7 écus, que le fecond 
a de fois trois écus; & le fecond avec autant 
de fois 17 écus , que le troifieme a de fois 
5 écus; & fi on multiplie l'argent du pre- 
mier par l'argent du fecond , & l'argent du 
fecond par l'argent du troilieme , & enfin 
l'argent du troifieme par l'argent du-pre- 
mier, la fomme de ces trois produits eft 
38303. Combien d’argent ont-ils chacun? 

Suppofons que le premier Joueur ait # 
écus; & puifqu'il a autant de fois 7 écus, 
que le fecond a de fois 3 écus, cela fignifie 
que fon argent eft à celui du fecond , eñ 
raifon-de 7:3. 
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On fera donc 7:3—x, à l'argent du 
fecond Joueur, qui eft donc x, 

De plus, comme largent du fecond 
Joueur eft à celui du troifieme en raifon 
de 17:5, on dira 17:5 = 
troifieme Joueur, ou à A x, 


à l'argent du 


Multipliant à préfent x, ou largent du 
Premier Joueur, par x, l'argent du fe- 


cond, on a le produit À 
Le 2 A 
Après cela, : +, l'argent du fecond; mul- 
tiplié par l'argent du troifieme, où par D x 
donne ss Xx. Enfin largent du troifieme, 
15 ne A 
ou Y, multiplié par x, où largent du 
premier, donne n vx. La fomme de ces 
tois AA e E ae A e EA 
rois produits éft FAX XX VA 5 À 
En réduifant au même dénominateur, on 
la trouve = xx, ce qui doit équival 
f, 28202 
au nombre 3830 3° 
Fo. 2 
On a donc xx 3830; 
Ain xx 11402, & nç21xxétant 
égal à 0572836, divifant par sr, on 
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a ey 278%; & eh prenant la racines 


1521 


on trouve n, Cette fraétion eft en- 


core réduétible à de moindres termes , en 
ik s e 

divifant par 13 ; ainfi x= T 

ss 

on conclut de-là que ?x=—34, & que, 


7 


7935 & 


X—10. 

Réponfe. Le premier Toueur a795 écus, 
le {cond a 34 écus, & le troifieme fe re- 
tire avec: 10 écus. 

Remarque. Ce calcul peut fe faire encore 
d’une maniere plus facile ; favoir , en pre- 
nant les faéteurs des nombres qui s'y pré- 
fentent, & en faifant attention principa- 
lement aux quarrés de ces facteurs. 

On voit que $07=—3.169, & que +69 
eft le quarré de 13 ; enfüite, que 833 —7 
.119, & que 119—7.17. Or ona ie 
xx=38304, & fi on multiplie par 3 , on 
a ue xx—11492. Qu'on réfolve aufi ce 
nombre en fes faéteurs ; on voit d'abord 
que le premiereft 4, c'eft-à-dire, que 11492 
42873; de plus 2873 eft divifible par 
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17 ; de forte que 2873—17.169. Par con- 
féquent notre équation aura lá forme fui- 
vante: 7e s =417.169, laquelle, divifée 
Par HH fe réduit à r a 4.17; mul- 
tipliant de plus par 17.49 , & divifant par 
9, ona Dors où tous les faéteurs 
fönt dés quarrés; d'où il fuit qu'on a, La 
autre calcul , la racine x= H7 — 
comme doll 


637. 

Cinquieme queffion. Quelques Négodians 
Établiffent un Fafteur à Archangel, Chacun 
d'eux contribue pour le commerce qu ils 
Onten vue, dix fois autant d'écus qu'ils font 
d'Afociés. 
deux fois autant d'écus qu'il y a d'Aflociés 
Pour 100 écus. Et fi l'on suiple la = 
Partie de fon gain total par 2 z on trouve 
le nombre des Aflociés, On Rae quel 
eft ce nombre? 

Soit ce nombre =x; & puifque chaque 


e profit du Faûeur eft fixé à 
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Aflocié a fourni 10%; le capital entier eft 
—10xx. Or avec chaque centaine d'écus 
le Faéteur gagne 2x , fon profit fera donc 
1 


+ avec le capital roxx. La 4 partiede 


ain eft x’. WE 2 
In €i Fot X s muitiphant par 25 


5» ou 


RE ou x’, & c'eft ce 
qui doit être égal au nombre des Aflociés xe 
On a donc l'équation mi OUI 
—22$ x ; elle paroît d’abord être du troi- 
fieme degré; mais comme on peut divifer 
par x, elle fe réduit x léquarion du fecond 
degré xx=—215, d'où lon tire x=—15. 
Réponfe. Il y a quinze Aflociés, & chacun 
a contribué 150 écus. 


CHAPITRE 


DA L CE BORE; 


CHAPITRE VI 


De la réfolurion des Equations mixtes 


du fecond degré, 
638 
Ox dit d'une équation du fecond degré; 


qu’elle eft mixte ou complette , loríqu’on 
Y rencontre trois efpeces de termes, favoir 
celle qui contient le quarré de la quantité 
inconnue , Comme axx ; celle où l’incon- 
ñue fe trouve feulement élevée à la pre- 
miere puiflance, comme bx ; enfin lefpece 
de termes qui n’eft compofée que de quan- 
tités connues, Et puifqu'on peut réunir deux 
Ou plufeurs termes d’une même efpece en 
Un feul, & qu’on peut porter tous les termes 
d’un même côté du figne =, la forme de 


l'équation mixte du fecond degré fera cel 
le-ci: 


axx Fbx Eco, 
Nous montrerons dans ce Chapitre com- 
Tome L LI 


530 ELÉMENS 

ment on doir tirer la valeur de x de cés 
fortes d'équations; on verra qu'il y a deux 
goutes pour y parvenir. 


639. 

Une équation de l’efpece dont il s’agit, 
peut fe réduire , par le moyen de la divi- 
fon, à une forme telle, que le premier 
terme ne contienne purement que le quarré 
xx de l’inconnue x. On laïffera le fecond 
terme du même côté où eft x , & le rerme 
connu on le portera de l’autre côté du figne 
=. Notre équation prendra de cette ma- 
niere la forme xx+px=—+9, où p & g 


fignifient des nombres connus quelconques» 


pofitifs ou négatifs ; & tout fe réduit à pré- 
fent à déterminer la vraie valeurde x. Nous 
commencerons par remarquer que fi x% 
-px étoit un quarré effectif, la réfolution 
mauroit aucune difficulté , parce qu'il ne 
s’agiroit que de prendre des deux côtés la 


racine quarrées 
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640. 
Mais il éft clair que xx-Epx ne fauroit 


À ` ; 
Être un quarré ; puifque nous avons vu plus 
haut que fi une racine eft de deux termes, 
par exemple x+z , fon quarré contient tou- 
Jours trois termes, favoir , outre le quarré 
i ' 
de chaque partie , encore le double du 
produit des deux parties ; c'eft-à-dire, que 
le quarré de x+n eft xx-Hinxt-nn, Or 
nous avons déjà d’un côté xx=Epx, nous 
pouvons donc regarder xx comme le 
quarré de la premiere partie de la racine, 
+ 
& il faut en ce cas que px repréfente le 
double du produit de la premiere partie x 
de la racine par la feconde partie ; par cons 
féquent cette feconde partie doit être: p, 
& en effet le quarré de *-F°p fe trouve 
TT I 
être sx-Hpx-H Epy: 
641. 
x À 
Or xx px+>pp étant ün quatré réel 


ti a pour racine x+4p, fi nous repres 
LI ÿ 
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nons notre équation xx—-px=—g, nous 
n'avons qu’à ajoutér de part & d'autre +PP > 
ce qui nous donne xx- px" pp— 
pp où le’ premiermembre eft effective- 
ment un quarré, & où l’autre membre ne 
renferme que des quantités connues. Si donc 
nous prenons des deux côtés la racine quar- 
rée | nous trouvons xp: =y ë Pp+9); ; 
& fouttray ant=p, nous obtenons x= — 
P+Vipp- +g; & comme toute racine 
quarrée peur être prife foit affirmativement, 
foit négativement, nous aurons pour x 
deux valeurs exprimées de cette maniere: 

= !pà Vippts PPTI: 

642. 

Voilà la formule qui contient la reg 
d’après laquelle toutes les équations du fe- 
cond degré t être réfolues, & il fera 
bon den imprimer. la fubftance dans la mé- 
moire, afin qu'on n'ait pas befoin de ré- 


péter. à chaque fois toute l'opération que 
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nous venons de faire. On pourra toujours 
ordonner l'équation, de façon quelle quarré 
pur xx fe trouve d’un feul côté, & qu’ainf 
l'équation ci-deflus ait la forme xx= —pæ 
“7; où l'on voit alors fur le champ que 
A pt VE ppg 


643: 


La regle, générale que nous déduifons 
de-là pour réfoudre l’équation xx —px 
-g, confifte donc en ceci: 

Que la quantité inconnue x eft égale à 
la moitié du nombre qui multiplie x dans 
l’autre membre de l'équation, plis ou moins 
laracine quarrée du quarré du nombre que 
l'on vient de dire , & de la quantité connue 
qui formelle troifieme terme de l'équation. 

C’eft ainfi que fi on avoit l'équation xx 
=6x+7, on diroit aufli-tôr que #3 


EVor7—3+ F4, d'où réfultent ces deux 
Valeurs de x, [)x=7,1L)x "1 Pa- 
teillement l'équation xx =10x—9 ; dons 

L1 ij 
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neroît.x = 5 #+ V3; —9= 54, Ceft-àr 
dire que les deux valeurs de x font 9 & 1. 


644. 

On fe mettra encore mieux au fait de 
cette regle en diftinguant les cas fuivans: 
I.) fi p eft un nombre pair; IL.) fi p eft un 
nombre impair; &IH fi p eft un nombre 
rompu, 

Soit I.) p un nombre pair, & l'équation 
telle que, xx—2p#9, on aura x=p 
ty a+ g. ; A 

Soit II) p un nombre impair, & l'équaz 
tion xx=px+g, On aura x=2p+ V ZPPH CA 
&. puifque = pp +=", on pourra ex- 


4 
traire la racine quarrée de.ce ,dénomina- 


teur, & écrire y= p Veta pt V'ppr3g 
RES, Fe 


Enfin LL); Soit p une fraétion, ontpourra 
réfoudre l'équation de la:maniere qui fuit: 
Que l'équation en qu 


axx f où 2, ion aura, 


par la regle, x 
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LAS ` ! y 
HET, où le dénominateur eft un 


4a 


Quarré ; ainfi x —=** 


645. 

L'autre voie qui conduit à la réfolution 
des équations du fecond degré mixtes, eft 
de les transformer en des équations pures. 
Cela fe fait en fübitituant, par exemp. dans 
l'équation xx=px-9, à la place de l'in 
connue x, une autre inconnue y, telle que 
x=y-+}p; au moyen de quoi , quand 
on a déterminé y, on trouve aufli-tôt la 
valeur de x. 

Si nous faifons cette fubflitution de y 
4p à la place de x, nous avons xx. yy 
+y ip, & px=py -pp ; par con- 
féquent notre équation fe change en celle- 
ci: JY PT 3 PP=Py ApH, qui fe 
réduit, en fouftraÿyant py , d'abord à Yy 
pp PP +g & enfuite , en fouftrayant 
PE, à yy=;pp Fg Ceci-eft une équa- 
tion du fecond degré pure, qui donne auff- 


LI iv 
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tôt > =+V pp. Or puifque x=y+ Eps 
on a x=} +v pp+4 > ainfi que nous 
l'avons trouvé ci-deflus. Il ne nous refte 
donc qu'à éclaircir cette regle par quelques 
exemples. 

646. 

Premiere queflion. Pai deux nombres; 
l'un furpañle l’autre de 6, & leur produit 
elt 91. Quels font ces nombres? 

Si le plus petit eft x , l’autre eft x+6, 
& leur produit g1 =xx E 6x. 

Souftrayant 6x, il refte xx=—91 —6x, 


& la regle donne x: —3#V 9 +o1——3 
#10; aini x—7, & x —13. 


Rép. La queftion admet deux folutions : 

Suivant Pune , le plus petit nombre x 
eft—7, & le plus grand x+6—13. 

Suivant l’autre, le plus petit nombre x 
=i}, & le plus grand x-H6=— 7 

647. 

Seconde queflion. Trouver un nombre 

tel que, fi de fon quarré je retranche 9, 
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il me vienne un nombre qui foit d'autant 
d'unités plus grand que 100, que le nom- 
bre cherché eft-plus petit que 23. 

Soit le nombre cherché =x ; je vois que 
xx— 9 furpañle 100 de xx—100. Et puif- 
que x eft au deflous de 23 de 23—x, Jau- 
rai cette équation: Æx—109—23—x 


Donc xx=—x-}132, &, parla regle, 


Réponfe. Lorfqu'on ne demande qu'un 
nombre pofitif, ce nombre cherché eft 11, 
dont le quarré moins ọġ eft 112, & par 
conféquent de 12 plus grand! que 100; de 
même que 11 eft de 12 plus petit que 23. 


648. 


Troifieme queftion. Trouver un nombre 
tel, que fi on multiplie fa moitié par fon 
tiers, & qu'au produit on ajoute la moitié 
du nombre qu'on cherche ; le réfulrat foit 


30. 
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Qu'on fuppole ce nombre =x , fa moi- 
tié, mulriphiée par fon tiers, feraż xx; il 
faut donc queg xx-H}x=30. Multipliant 
par 6, on a xx-f-3x=180, ou xx——3x 
H180, ce qui donne x= — 3+ y2 4180 180 


Par conféquent x éft ou —12, ou égal 
—1$. 

649. 

Quatrieme queftion. Trouver deux nom- 
bres qui foient en proportion double, & 
tels que fi on ajoute leur fomme à leur 
produit, on obtienne 90. 

Soit l’un des nombres —x, & le plus 
grand —2x, leur produit fera —2xx, & 
fi on y ajoute 3 x ou leur fomme , la nou- 
velle fomme doit faire 90. Aïnfi 2xx-E3# 


=90 ; 1xx2=90=—3x; xx =— 214$ > 
d'où l'on tire x=— tty 2445= =—34%. 


#2 


Par eonféquent x—6, ou x——7:« 
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650. 


Cinquieme queftion. Un Maquignon qui 
a acheté un cheval pour un certain nom- 
bre d'écus, le revend pour 119 écus, & 
il gagne autant pour cent écus, que le 
cheval lui a coûté. On demande ce qu'il 
en avoit payé? 

Suppofons que le cheval ait coûté x écus; 
comme le Maquignon y gagne x pour cent, 
On dira 100 dune le profit x: que donne 
x? Réponfè >, Puis donc qu'il a gagnés 
& que le cheval lui coûte x écus d'a se à 
il faut qu'il Pait vendu pour x- 

119. Souftrayant x, on a # 
=—xt119; & multipliant par 100, il 
Vient xx==—100x-!11900. Appliquant 
maintenant la regle, on trouve x=— $o 
HV/250011900 =— soty 14400 
= so 

Réponfe. Le cheval a coûté 70 écus, & 
Puifque le M gnon a gagné 70. pour 
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cent en le revendant, le profit doit avoir 
été de 49 écus. Le cheval doit, par confé- 


quent , avoir été revendu en effet pouf 79 
“49 ; c'eft-à-dire pour x r9 écus. 


651. 


Sixieme queflion, Quelqu'un achete un 
certain nombre de pieces de drap ; il- paye 
pour la premiere 2 écus ; pour la feconde, 
4 écus; pour la troifième, 6 écus, & de 
même toujours, 2 écus-de plus pour les fui- 
vantes; & toutes les pieces enfemble lui 
coûtent 110 écus.-Combien y avoit-il de 
pieces? 

Soit le nombre cherché —x; & voici 
le plan de ce que l’Achereur a payé pouf 
les différentes pieces: 

pour la 1, 2, 3, 4, EUR 

il paye 2, 4, 6, 8, 1o 2x écus 

Iis’agit par conféquent de fommer la 
progreffion arithmétique 24 +-6+4-8-H10 

x, qui eft de x termes, afin d'en 


déduire le prix de toutes les piéces de drap 
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Prifes enfemble. La regle que nous avons 
donnée plus haut pour cette opération, 
exige qu'on ajoute le dernier terme & le 
premier. La fomme eft 2x-}-2 ; qu'on mul- 
tiplie cette fomme par le nombre des ter- 
mes x, le produit et 2xx—2x; qu'on di- 
yife enfin par la différence 2 , le quotient 
eft xxx, ceft la fomme de la progref. 
fion; ainfi lon a xxx—110; donc xx 


=—1+ VE 
Réponfe. Le nombre des pieces de drap 
achetées eft 10. 


652: 


Seprieme queflion. Quelqu'un a acheté 
plufieurs pieces de drap pour 180 écus. S'il 
avoit reçu pour la même fomme 3 pieces 
de plus, il auroit eu la piece à meilleur 

F , F 
marché de 3 écus. Combien a-t-il acheté 
de pieces? 

Faifons le nombre cherché — x ; chaque 

. E , 180 , 

Piece aura coûté réellement F écus. Or fi 
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l'Acheteur avoit eu «3 pieces pour 188 
écus , la piece lui feroit revenue à E écus 5 
& puifque ce prix eft moindre de 3 écus 
que le prix réel, il faut que nous ayons 
léquation, 


18e 


pzs x 


Aae 
Multipliant par x, nous avons : 


ox 


— 3%; divifant par 3 , l’on aé 
multipliant par x-}3 , nous aurons 60% 
=i 80-+57x—xx ; ajoutant xx, lon autd 
xx- 6071805 7x; fouftrayant 60 x; 
fous aurons xx =— 3x- 180. 

La regle donne-par conféquent 
x=—À v?H80, ou r=} LE 
Si 

Réponfe. On a acheté pour 180 écus 12 
pieces de-drap à rẹ écus la piece, & fi 
on eût obtenu 3 pieces de plus, favoir 15 
pieces pour 180 écus, la piece ne feroit 
revenue qu'à 12 écus, c’eft-à-dire, à 3 écus 
de moins, 
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653. 

Huitieme queflion. Deux Marchands en- 
trent en fociété avec un fonds de 100 écus; 
lun laiffe fon argent dans la fociété pendant 
trois mois, l’autre laiffe le fien pendant deux 
mois, & chacun retire 99 écus de capital & 
d'intérêts. On demande quelle part chacun 
avoit fourni au fonds ? 

Suppofons que le premier Affocié ait 
contribué x écus , l’autre aura contribué 
100—x. Or celui-là retirant 99 écus, fon 
profit eft 99 —x, qu'il aura acquis en trois 
mois avec le capital x ; & puifque le fecond 
retire pareillement 99 écus, fon profit ef 
x—1, quil aura acquis en deux mois de 
temps avec le capital 100—x; & il eft 
Clair que le profit de ce fecond Affocié eût 
été #3, sil avoit refté trois mois dans la 
fociété. Maintenant , comme les profits 
äcquis dans le même temps font propor- 
tionnels aux capitaux, nous avons évidem- 

3#-3 


ment x:99—x—100— x; +, 
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L'égalité du produit des extrêmes & de 
celui des moyens, donne l'équation 


= 9900 —199% xx ; 
multipliant par 2, nous aurons 3xx—3* 
—19800—398x—+-2xx ; fouftrayant 2xx > 
lon aura xx—3x=—19800—308x ; ajot- 
tant 3%, NOUS aurons XxX—19800—39 5%. 


Donc par la regle 


Réponfe. Le premier Affocié a contribué 
45 écus, & l’autre ṣẹ écus: Le premier 
ayant gagné en trois mois $4 écus , auroit 
gagné en un mois 18 éc & le fecond 
ayant gagné en deux mois 44 écus, auroit 
gagné en un mois. 22 écus: or ces deux 
profits s'accordent ; car, fi avec 45 écus 
on gagne 18 écus dans un mois de temps» 
on gagnera dans le même temps 22 écus 
avec 55 écus. 


654 
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654: 
Neuvieme queflion. Deux Pàyfannes por: 


tent enfemble 100 œufs au marché; Pune 
en porte plus que Pautre, & cependant le 
produit eft le même pour Pune & pout 
lautre. La premiere dit à la feconde: Si 
Javois eu tes œuf, j'aurois retiré 15 fus, 
L'autre lui répond : Si j'avois eu les tiens, 
J'aurois retiré 6% fous. Combien d'œufs 
chacune a-t-elle portés àu marché ? 


Que la premiere ait eu x œufs, la fes 
conde en aura eu 100—x, 

Puis donc que celle-là eût vendu 100 
—x œufs pour 15 fous, on fera la regle 
de trois fuivante: 

s jx 
100—X:1$— Xe d oy fous. 

De même, puifque la feconde eût vendu 
x œufs pour 6% fous, on trouvera com- 


bien 100—x œufs lui euffent rendu , en 
difant 


à 208-202 
3x 


Mm 


546 ELÉMENS 

Or les deux Payfannes ont retiré autant 
d’argent lune que l’autre ; nous avons par 
tonféquent l'équation, ="; qui 
fe réduit à celle-ci, £ 

25 XX =—=200000—4000% ; 
& enfin à celle-ci, 
xx=— 160x% -} 8000; 
doù lon tite 
x=— 804+ y 6400-4-8000=—80-}120 
—40. 

Réponfe. La premiere Payfanne avoit 
40 œufs, la feconde en avoit 60; & cha- 
cune a retiré 10 fous. 

655. 

Dixieme queflion. Deux Marchandsven- 
dent chacun d’une certaine étoffe; le fe- 
conden vend 3 aunes de plus.que le pre- 
mier , & ils tirent enfemble 35 écus. Le 


premier dit au fecond: J'aurois retiré de 


votre étoffe 24 écus; lautre répond, & 
moi j'aurois retiré de la vôtre r2- écus s 
demi. Combien d’aunes avoient-ils chacun: 
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Suppofons que le premier ait eu x aunes, 
le fecond'aura eu x-3 aunes, Or puifque 
le premier eût vendu +3 aunes pour 24 
écus, il faut qu'il ait retiré 35 écus de fes 
x aunes. Et quant au fecond, puifqu'il eût 
débité x aunes pour 12 <écus, il faut qu'il 
ait vendu fes x-}-3 aunes pour #### ; ainf 
la fomme totale qu'ils.ont retirée etH 
HET — 5 écus. 

Cette équation fe réduit à x 
—7$ , d’où l’on tiré #=10+ ioo—7s 
—10+5. 

Réponfe. La queftion a deux folutions: 
fuivant la premiere, le premier Marchand 
avoit 15 aunes, & le fecond en avoit 18 ; 
& puifque celui-là eût vendu 18 aunes pour 
24 écus, il aura vendu fes 1$ annes pouf 
20 écus; le fecond, qui eût vendu 1$ aunes 
Pour 12 écus & demi, aura vendu fes 18 
dunes 15 écus; donc en effet ils ont tiré 
35 écus de leur marchandife, 

Suivant la feconde folution , le premier 

Mm ij 
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Marchand avoit ș aunes, & Pautre 8 aunes; 
ainfi , puifque le premier eût débité 8 aunes 
pour 24 écus , il aura retiré 19 écus de fes 
5 aunes; & le fecond , puifqu'il eût vendu 
5 aunes pour 12 écus & demi, fes +8 aunes 
lui auront rendu 20 écus, La fomme eft en- 
core 35 écus. 


Em 


CHAPITRE VIE 


De lextrađlion des Racines des nombres 


polygones. 


656. 


Nous avons fait voir plus haut comment 
on doit déterminer les nombres polygones; 
or ce que nous avons nommé alors un côtés 
s'appelle aufli une racine. Si donc on indique 
la racine par x, on trouvera ce qui fuit 
pour tous les nombres polygones: 
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IT gone, ou le triangle, eft “=, 


2 


IV gone, ou le quarré, xx, 


VII gone — — — — — 


VHI gone — — — — — 


(n-2)#v-(n-4)e 
A A 


Nous avons fait voir fuffifamment plus 
haut, qu'il eft facile , par le moyen de ces 
formules , de trouver , pour une racine 


donnée quelconque, un nombre polygone 

cherché, Mais lorfqu'il sagit de trouver 

réciproquement le côté, ou la racine d’un 

polygone dont on connoît le nombre 

des côtés, l'opération eft plus difficile 

& demande toujours la réfolution d’une 
Mm iij 
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équation du fecond degré. Cela fait què 
cet article mérite d’être traité ici féparé- 
ment. Nous le ferons par ordre, en com- 
mençant par les nombres triangulaires, & 
en» paflanr de-là à ceux d’un plus grand 
nombre d'angles. 


658. 


Soit donc 91 le nombre triangulaire 
donné, & duquel on cherche le côté ou 
la racine. 


Si nous faifons cette racine =x , il faut 
que $F foit —091; que xxx—182, 
& xx ——x 182, & par conféquent 


qie x=; bi Teata VE 


[_27 


— 5 te —13. Nous en concluons Que 
fa racine trigonalė cherchée eft 13; car 
£ 5 


le triangle de 13 eft 91. 
659. 


Mais foit en général a lè nombre trigonal 
donné, & qu'on en cherche la racine, 
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A, OU XX 


Sion la fait =x, on a* 
x—21a; donc xx—— Pza; & par 


la regle, s=—} +y paei 24, OU x = 
A ARE 


Ce réfultat donne la regle qui fuit: Pour 
trouver une racine trigonale , il faut mul: 
tiplier par 8 le nombre trigonal donné, 
ajouter 1 au produit, extraire la racine de 
la fomme, fouftraire 1 de cette racine, 
& divifer enfin le refte par 2. 


660. 


On voit par-là que tous les nombres tri- 
gonaux ont la propriété, que fi on les mul- 
tiplie par 8, & qu'on ajoute l'unité au pro- 
duit , la fomme eft toujours un quarré : la 
petite table qui fuit en donne quelques 
exeimples. 

Triangles : 1, 3 6, 10, 153 21, 28, 36, 45, 55 &c. 
8 fois +1 : 9, 29, 49s 81, 121, 169, 225,289, 361, 441 Be. 

On remarquera que fi le nombre donné 

a ne fatisfait pas à cette condition, c'eft 
Mm iv 
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figne que ce n’eft pas un nombre trigonal 
réel, ou qu'on ne peut en indiquer une 
racine rationnelle, 


661. 


Qu'on cherche, fuivant cette regle, la 
racine trigonale de 210, on aura a=210 
& 8a+-1—1681, dont la racine quarrée 
eft 41; d'où l’on voit que le nombre 210 
eft réellement triangulaire, & que fa ra- 
cine eft = t= z0. Mais fi on donnoit 
pour trigonal le nombre 4, & qu'on pro- 
posät den afligner la racine, elle fe trou- 


: y: 1 S 
veroit = —1, & par conféquent irra- 


z 
tionnelle ; cependant on trouve réellement 
le triangle de cette racine —+, de la 
maniere qui fuit: 


Puifque x—="#=, on à xx = 7753 


2 ? ? 


& en y ajoutant x, la fomme eft xxx 


Es —8, & par conféquent le triangle , 


xa 


ou le nombre trigonal * 


a 
=A 
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662. 


Les nombres tétragones étant la même 
chofe que les quarrés, ils ne caufent au- 
cune difficulté. Car fuppofons le nombre 
tétragone donné =a , & fa racine cher- 
chée =x, nous aurons xx=a, & par 
conféquent x= Va ; de forte que la ra- 
cine quarrée & la racine tétragone font la 


même chofe. 
663. 


Paflons donc aux nombres pentagones. 
Soit 22 un nombre de cette efpece, & 


3x2% 
2 


3XX—X— 44, OÙ xx Ex, Ontire 


„=l IL“ —1+V/529 
de-là. x =z Vš $, OÙ x= o 


x fa racine; il faudra que EEPE 


r 2 
== 4e 


RISP: 6 


Donc 4 eft la racine pentagone du nom- 


bre 22. 
664. 


Qu'on propofe maintenant la queftion: 
étant donné le pentagone a; trouver fa ra- 
cine. 
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Soit cette racine =x , on aura l'équa- 
tion + —a, où 3XX—X—24, OÙ XX, 
=; au moyen:de quoi on trouve x 
RENE 
1 
=; +v, ceft-à-d. ; 
Lors donc que a eft un pentagone efletif, 
il faut que 24a-1 foit un quarré. 
Que 330 foit, par exemple, le penta- 


A A TT 
gone donné , la racine fera x= tr 


PEER r P 
= 5j. 


665. 


Soit à préfent a un nombre hexagone 
donné, & qu'on en cherche la racine. 
Si on la fuppofe =x , on aura 2xx—x 
=a, OUa d’où Pon tire x 
Ainfi pour 
que a foit réellement un hexagone , il faut 
que 8a--1 devienne un quarré ; d'où l’on 
voit que tous les nombres hexagones font 
compris dans les trigonaux; mais il n’en 
eft pas de même des racines. 
Soit, par exemple, le nombre hexagone 
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1+ goi ___1+99 
4 


€ ‘ 3 a 
122$, fa racine fera x= A 


666. 


Suppofons a un nombre heptagone , du- 


25. 


quel il foit queftion de trouver le côté ou 
la racine, 


Soit cette racine =x, on aura => 


“+, ce qui donne x 
=i+y TE Tous les 
nombres hepragones ont par conféquent la 
propriété , que fi on les multiplie par 40 
& qu'on ajoute 9 au produit , la fomme 
eft toujours un quarré, 

Soit, par exemple, le heptagone 20593 
on trouvera fa racine =x= 


= 29. 


667. 


Qu'on entende par a un nombre ofto- 
gone, duquel on veuille trouver la ra- 
cine x, 

Onaura 3xx—2x=0, ou xs=5 x a, 
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d'où réfulte x 14 rater, 
Tous les nombres oftogones font tels, par 
conféquent, que fi on les multiplie par 3 
& qu’on ajoute l'unité au produit , la fomme 
elt conftamment un quarré. 

Soit, par exemple, 3816 un oftogone; 
fa racine fera pe -t36 


668. 


Soit enfin a un nombre z gone donné, 
dont il s’agifle de déterminer la racine ; on 
aura cette équation : 


(re) Corse 


i. =a, ou (n—2)xx—(n—4) 


24 4 


x=2a, par conféquent Rte + 


=a n-z 


on en tire 
= a- EVA on 
(a=—4) S(n—z)a 
= 2) SEVISH Fa) JOu 
rag n448 1- 


Cette formule renferme une regle gé- 
nérale pour trouver toutes les racines poly- 
gones poflibles de nombres donnés, 
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Par ex. foit donné le nombre xxrv gone 
3009 ; puifque a eft ici —3009 & n=24, 
On a 7—2—22 & n—4=20; donc la 


racine ou x=—2%#V 5295840 — 20078 L 
44 M, Te 


CHAMP EERE SV RTE 


De l'extraion des Racines guarrées des 
Binomes. 


669. 
Ox nomme en Algebre un binome (*), 


une quantité compofée de deux parties qui 
font, ou toutes affeétées du figne de la ra- 
cine quarrée , ou dont l'une au moins ren- 
ferme ce figne. 


C'eft par cette raifon que 3+Vs eft 


(*) Quoique dans l’Algebre on nomme en général 
binome une qu é compofée de deux termes, M, Euler 
à jugé à propos d’appeller ainfi en particulier les expref- 
fions que les Analyftes françois défignent par quantités 


€n partie commenfurables , & en partie incommenfurables. 


558 ÊELÉMENS 

un binome, & pareillement V8+v3 ; 
& il eft indifférent que ces deux termes 
foient joints par le figne + ou par le figne 
—, C'eft pourquoi 3 — Vs eft aufñ bien 


un binome que 35. 
70. 

La principale raifon pour laquelle ces 
binomes méritent attention, c’eft que dans 
la réfolution des équations du fecond degré, 
c’eft toujours à-des quantités de cette forme 
qu'on parvient, lorfque la réfolurion ne 


peut fe faire. Par exemple, l'équation xs 


=6x— 4 donne x 

On fent bien, par conféquent, que ces 
formules doivent fe préfenter fréquemment 
dans les calculs algébriques; aufi avons- 
nous eu foin plus haur de faire voir com- 
ment on doit les traiter dans les opérations 
ordinaires. de Addition, de la Souftrac- 
tion, de la Multiplicauon & de la Divi- 
fion; mais cé neft qu'à préfenr que nous 
fommes en état de montrer comment on 
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doit en extraire les racines quarrées , c'eft- 
à-dire , autant que cette extraétion eft pof 
fible; car, quand elle ne left pas, on fe 
contente de donner un nouveau figne ra- 
dical à la quantité. La racine quarrée de 


3+v2 eft V3EV2. 
671. 


Il faut obferver d’abord que les quarrés 
de tels binomes font aufli des binomes pa- 
reils, dans lefquels même un des termes 
eft toujours rationnel. 

Car, qu’on prenne le quarré de a+ Vi 
on trouvera (aa-b)— 2a yb. Si donc il 
v'agifloit réciproquement de prendre la ra- 
cine de la formule (aa-}4)-}+z2ay/% , on la 
trouveroit =a+ yb, & il eft, fans con- 
tredit, bien plus facile de s’en faire une 
idée de cette maniere, que fi on avoit fim- 
plement mis encore le figne v devant cette 
formule. De même , fi on prend le quarré 
de Va , On trouve (a+-6) +2 yab ; 


donc réciproquement la racine quarrée de 
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(a+) +2 Vab fera Va+ yb , laquelle 
fera pareillement plus facile à faifir , que 
fi on fe contentoit de mettre le figne 
devant la quantité, 


672. 


Il s’agit donc principalement de déter- 
miner un caraétere qui puifle faire recon- 
noître dans tous les cas fi une telle racine 
quarrée a lieu ou non. Nous commence- 
rons, dans ce deffein, par une formule fa- 
cile, en cherchant fi on peut affigner , dans 
le fens que nous avons dir, la racine quarrée 
du binome $ +2 V6. 

Suppofons donc que cette racine foit vx 
vy ; le quarré en eft (x4y)+2 yV XY 
& il doit être égal à la formule $ +2 y 6. 
Par conféquent la partie rationnelle x-y 
doit être égale à 5, & la partie irration- 
nelle 2 Vxy doit être égale à 26. Cette 
derniere égalité donne y xy=V 6, &xy 

6. Or puifque x+-y=5, On a y=§ 
—», & cette valeur fubftiruée dans l’équa- 

tion 
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tion xy—6, produira sax —6, » OÙ x 
—=ÿx—6. Donc x=i+y 
+3. Ainfi x= 


So que la racine quarrée de $+2 v6 


et V34y2. 


4 
3 & y—»2, d'où nous 


673: 

Comme nous avons trouvé ici les se 
équations , Dxty=s, & Wey = 
ñous allons indiquer une voie dns 
Pour en tirer les valeurs de x & de Ye 

Puifque x x+-y=5; qu'on prenne les 
quarrés xx-2xy-+-yy -25 ; faifant atten- 
tion maintenant que x. xry yy eft lé 
quarré de x—y , qu'on foultraie de xy 
Heyyy =z; l'équation xy=6 prife 
Quatre fois, ou 4xy=24 , afin d’avoir xx 
= ay 4y =1; car prenant à préfént 
es racines , On à x—=y=1 ; & x-y étant 
= $ , On trouvera aifémént x—3 & y=—2. 
vi là racine quarrée de s+1v6 eft 

3 + V2: 


Tome l, Nan 
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674. 

Confidérons le binome générala+/8, & 
fuppofons fa racine quarrée =y x-+y/ y, nous 
aurons l'équation (x+y)+2y xy=a+y b 5 
ainfix-+y—a, & 2y xy=y b, ou 4xy=b; 
{ouftrayant ce quarré du quarré de l’équa- 
tion x-y=a , ou de xx-4zxy4-yy=aa, 
il refte xx—21xy-yy=aa—b, dont la ra- 
cine quarrée eft x—y—yaa—4. Or x 


~Hy=a ; nous avons donc x= bec 


2 


(aa-b, & par conféquent la racine 


quarrée cherchée de a-}- yb eft VAZ 


Nous conviendrons que cette formule 
eft plus compliquée que fi on eût mis fim- 
plement le figne radical V devant le bi- 
nome donné a+ Vb, & qu'on eût écrit 
Va+ yb. Mais confidérons que ladite for- 
mule peut fe fimplifier beaucoup , lorfque 
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les nombres a & b font tels que aa—# 
= A ETS r / 
devient un quarré, puifqu'alors le figne y 
qui eft fous le figne y fe trouve éliminé. 
Nous voyons en même temps qu'on ne 
peut extraire commodément la racine quar- 
rée du binome a Va >» que lorfque aa 
—b=ce ; car dans ce cas la racine quatrée 
cherchée eft y +y ; & que fi aa 
—b neft pas un quarré parfait, on ne peut 
indiquer plus convenablement la racine 
quarrée' de af-y b, qu'en mettant le figne 
radical y devant cette quantité, 


676. 


La condition done qui eft requife pout 
qu'on puiffe exprimer d’une façon plus 
commode la racine quarrée d'un binome 
aty, c'eft que aa—ż foit un quarté ; 
& fi on indique ce quarté par ce, on aura 
pour la racine quarrée en queftion si 


+ v Il faut remarquer de plus que la 


racine quarrée de a—V/Efèra veys 
Nn ij 
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car, en prenant le quarré de cette formule; 


aa—ce 


on trouve a—2 VER ; Or puifque cc—aa 


br) & par conféquent aa—cc—b, le 
1 b 
même quarré fe trouve maa y} 

Wi / 
= ayt. 

Lors donc qu'il s'agit d'extraire la ra- 
cine quarrée d’un binome tel que aty, 
la regle eft de fouftraire du quarré aa de 
la partie rationnelle-le quarré # de la par- 
tie irrationnelle, de prendre la racine quar- 
rée du refte, & en nommant cette racine 


+e 


c, d'écrire pour la racine cherchée = 
tv3 

Qu'on cherche la racine quarrée de 2 
V3 , On a a—2 & b—3 ; donc aa—b 
cer, &e=ı ; ainf la racine cherchée 
23 r 
=V +v. 

Qu'il s'agifle de trouver la racine quarrée 

j 

da binome 11--6y 2, on aura a511 ; 
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& vVi=6 V2; par conféquent b= 36.2 
72, & aa—b—49 ; ce qui donne c—7 ; 
& il réfulte de-là que la racine quarrée de 
J ) 
1146 V2 et Vo—+V/2, ou 34 V2. 

Qu'on cherche la racine quarrée de 11 
+2y/30: ici a—11 & Vi=2y/30; par 
conféquent —4.30—120, & aa—b—1 , 
& c—1 ; donc la racine cherchée =vy6 
4v5. 

679. 

Cette regle a lieu également, lors même 
que le binome renferme des quantités ima- 
ginaires ou impoflibles. 

Soit propofé , par exemple, le binome 
14 — , On aura a= & y icy. 
—3, c'eft-à-dire , b=—48 & aa—bz 49 
Donc «—7, & par conféquent la racine 
quarrée qu’on cherche =V 4 V 
+V—3- 

Autre exemple. Soit donné — 1-41 v 
—3 , nous avons a——1; ybi y3, 
& b=: .—3=—}, Donc aa—b=i + 

Nn iij 
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1, & c—1 ; & le réfultat cherct hé eft 

VHS, où Hi: 
Un autre A remarquable eft celui 

où il s'agit de trouver la racine quarrée de 


2 va 1. Comme il n’y a point ici de partie 


rationnelle, on aura «0; or y b=2 
ai & b——4, donc aa—b—4 &c—1; 
par conféquent la racine quarrée qu'on 
cherche eft y a Vi , & 
en effet le-quarré de cette quantité eft r 
Hay —i—1 =V — r: 
Q 

680. 

Suppofons encore qu'il fe préfentät une 
équation telle que xx=a+ Vb, & que aa 
—b fùt =cc; on en concluroit la valeur 
de s= Etv ce qui peut être 
d'ufage en bien des cas. 

Soit, par exer nple x =17 1 2 V2 3 
on aura x—3—+ y 8— =y 2 2, 

681. 


Ce cas a lieu is dans la ré- 
folution de quelques équations du quatrieme 
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degré, par exemple, de x*=zaxx-} d. 
Car fi l’on fuppofe xx=y, on a x*—yy, 
ce qui réduit l'équation donnée à y 
Hd, & d’où Pon tire re y=a+y aa+d. On 
a donc xx=a+ Vaatd, & par conféquent 
encore une extraétion de racine à faire, 

DJ 9e... ARE 2: 

Or, puifqu'ici LE Vaatd, on aura ġ 
aad, & aa—b——d, Si donc —d eft 
un quarré comme ce, c'eft-à-dire que d 
=—ce , on pourra afligner la racine de- 
mandée. 

Suppofons qu’effeétivement d——cc, ou 
bien que l'équation du quatrieme degré 
propofée foit x*=—zaxx—cc, nous trou- 

à a ae 
verons donc x v= + e3 


682. 


Nous rendrons plus fenfible, par quel- 
ques exemples, ce que nous venons de dire, 
1°. On cherche deux nombres dont le 
produit foit 105 , & dont les quarrés faffent 
enfemble 274. 
Nn iv 
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Indiquons ces deux nombres par x & y} 
nous aurons les deux équations, L.)x7 
5105, &IL)xx + yy 274. 

La premiere donne y—", & cette va- 
leur de y étant fubftituée dans la feconde 


5 


équation, nous avons xx TESA] Aa 
Donc x*+105°=274xx, ou X*=274X¥ 
—105°. 
Si nous comparons maintenant cette 
équation avec celle de l’article précédent, 
NOUS avons 24274, && —cc——10$" ; 


par conféquent «—10$, & a—137. Nous 


ou —7. Dans le premier cas y—7, dans 
le fecond cas y=—15: Donc les deux nom- 
bres cherchés font 15 & 7. 


683. 
Il fera bon cependant de remarquer que 


ce calcul peut fe faire beaucoup plus fa- 
cilement d’une autre maniere. Car puifque 
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xx- axy-yy & xx—2xy—-yy font des 
quarrés, & que nous connoiflons les va- 
leurs de xx-}-yy & de xy, nous n'avons 
qu’à prendre le double de cette derniere 
quantité, l'ajouter à la premiere & len fouf. 
traire, comme on va voir: xx—-yy=—274. 
Si on y ajoute 2x#y—210, on a xx+ 2XY 
3y=—484, ce qui donne x-}y—22. 

Souftrayant à préfent 2xy, il refte xx 
—2xy1-yy—64, d'où l'on tire x- 8. 

Ainfi 2x=30 & 2y—14, & par con- 
féquent x—1$ & y=7. 

La queftion générale qui fuit, fe réfout 
par la même méthode. 

2°. On cherche deux nombres, dont 
le produit foit =m , & la fomme des quar- 
TES E= N. 


‘ 
Si ces nombres font, Pun x , l'autre 


=y, on a les deux équations fuivantes : 
L) xy=m, IL) xx4yy=n. Or zxy 
étant ajouté à xx-}yy=n, on a : — 
Hyy=rtim , & par conféquent + 


= n-2m, 
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Mais fouftrayant zxy , ilrefte xx—2xy 
+y n— 23m, d'où lon tire x 


= / a tanim 
=y n—irm; onauradonc x=; y n+2m 
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Qu'on faffe donc xx=z , on auta zz 
aiis : t 

2471225), d'où lon tire 7—712 


+ V/r44ti22s , OU ?—12+#+37 ; par con- 


FIV aim, & y= LY n+am Vn=ım. 
684. 

3°. On cherche deux nombres tels que 
leur produit —3 5 , & la différence de leurs 
quarrés = 24. 

Soit le plus grand des deux nombres =x 
& le plus pe y > on aura les deux équa- 
tions xy = 35, & se yy = 245 & les 
mêmes avantages n'ayant pas lieu ici, on 
procédera par la voie ordinaire, La pre- 

35 


miere équation donne y=% , &, en fubf 
1 F L >’ 


x 


tituant cette valeur de y dans la feconde, 


1 


on a xx — =24. Multipliant par xx, 
ON a 41225 — 244%, & xax 
H1225. Or le fecond membre de cette 
équation étant affe&té du figne +, on ne 
pourra pas faire ufage de la formule donnée 
ci-deflus, parce que cc étant =-=1 225 > 
c deviendroit imaginaire. 


féquent xx=12 +37, c'efl-à-d. ou —49 
Qu ——25. 

Si on adopte la premiere valeur, on a 
GTX Je 

Si on adopte la feconde valeur, on a 


= Vas & y= =V =V 
— 49. 
685. 


Nous terminerons ce Chapitre par la 
queftion fuivante. 
4°, On cherche deux nombres tels qu'il 


y ait égalité entre leur fomme ; leur pro- 
duit & la différence de leurs quarrés. 

Soit x le plus grand des deux nombres; 
& y le plus petit; il faudra que les trois 
formules qui fuivent foient égales entre 
elles: IL.) la fomme x-y; IL) le produit 
xy ; IL.) la différence des quarrés xx—yy. 
Si l'on compare la premiere avec la fe- 


$72 ELÉMENS 
conde, on a #Hy=xy, ce qui donnerd 
une valeur de x; car on aura y=xy—y 


SAONE #—:7%. Par conféquent 

2; 7» Ceft-à-dire que 

égale au produit ; 

č celt à quoi doit être égale auffi la dif- 

férence des quarrés, Or on a XX —YY 

1 A k à 

ere —YY= ET ; faifant donc ceci 

égal à la quantité trouvée Das on a 
RES ES 

zr 3 divifant par YY» il vient = 

Fe Z; multipliant par (y— 1)", ona 

FI #27 5 par conféquent yy=y 

ï DE t 

—1. Cela donne y=; tyvyi4i FR 


2 
IH 


EV Fouy ES à & on aura donc x 
? 


LE z 
15 
=, 

Pour chaffer la quantité fourde du dé- 


nominateur, on multipliera les deux termes 


s a 
par V+ , & on obtiendra s= 


ys 


z 
Réponfe. Le plus grand des nombres 
cherchés, ou x, =. & le plus petit, 


14/5 


Jr =. Ainf leur fomme x+y—2 
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+5 ; leur produit xy=2+V 5 ; & puif- 


que xx — 2, & YY=ÈS, on a afi 


la différence des quarrés xx—yy—2 


Vs. 
636. 

Comme cette folution étoit affez longue, 
il fera bon de faire remarquer qu'on peut 
l'abréger. Qu'on commence par faire la 
fomme x-y égale à la différence des 
quarrés xx—yy , on aura 2 y=xx y; 
& divifant par x-y , à caufe de XX —y y 
=(x+47)(x—y), on trouve IX —y 
& x—y +1. Par conféquent x-y=—2y 
H , & 4% y—2y 1 ; de plus le pro- 
duit xy ou yyy devant être égal à la 
même quantité, on a YY+y=2y 4, 
ou yy=y+1 , ce qui donne, comme ci- 
deflus, y— "#5 


687. 


5°. La queftion précédente nous conduit 
à confidérer encore celle-ci: Trouver deux 
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nombres tels, qu'il y ait égalité entre leut 
fomme , leur produit & la fomme de leurs 
quarrés. 
Nommons x & y les nombres cherchés; 
il faut qu'il y ait égalité entre L)x+y, 
Ixy, & H)xx + yy: 
Comparant la premiere & la feconde 
, d'où nous 


7 aonet 
formule , nous avons x 


s J A ay "a ai 
irons x i 5 par conféquent x y ou x- Y 
Or la même quantité egau à 


ainfi nous- avons 


7 


= 2, M par yy— 
LE Suis 


prode eft i 


6 
le réfultat A r= Tour 


Réponfe. Donc les denx nombres cher- | 


chés font r= 3 


fomme eft xy=;3 , leur produit xy=3; 


enfin, puifc x 

la bone des quarrés xx4-yy==3. 
QQ 
00. 

On peut abrés nt ce 
calcul par un artifice particulier , qui eft 
applicable auf: dans d’autres cas. IL con- 
fite à exprimer les nombres cherchés par 
la fomme & par:la différence de deux 
lettres, au lieu de les indiquer par des 
lettres fimples. 

Qu'on fuppofe , dans notre derniere 
queftion, l’un des nombres cherchés z 
Hg, & lautre =p —g, leur fomme fera 
2p, leur produit fera pp — 993 & la fomme 
de leurs quarrés fera = 2pp= 297, & ces 
trois quantités doivent être sales entr’elles. 
Egalant d’abord Ia premiere à la feconde, 
On à 2P=pP—9q, ce qui donné 99=Pp—2p« 
Ebiriane cette valeur de gg dans la trois 
fieme quantité , & comparant le, réfultat 
4Pp—4p avec la premiere , on a 2PE=APP 


—4p , d'où lon tire p==2 
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z AN 
Par conféquent qg =— $, & 


de forte que les nombres que nous cher- 


chons font pq = 3 > &p— 


2 


comme nous les avons trouvés ci-deflus. 
FH en) 1 ane TERRE EE 
CH ANBÉRTMRIE CI AS 


De la nature des Equations du fecond degrés 
al 
689. 


Ox a vu fufffamment par ce qui pré- 
cede , que les équations du fecond degré 
font réfolubles de deux manierės , & certe 
propriété mérite à tous égards d'être exa- 
minée , parce que la nature des équations 
d’un degré fupérieur ne peut que recevoir 
parlà beaucoup de jour. Nous remonte- 
rons donc avec plus d’attention aux caufes 
qui font que toute équation du fecond degré 
admetune double folution ; elles renfer- 
ment indubitablement une propriété effen- 


tielle de ces équations, 
690: 
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690. 


Ief vrai que nous ‘avons déjà. vu.que 
cette double folution provient de ce que 
la racine -quarrée d’un nombre quelconque 
peut être'prife , foit pofitive , foit négative; 
cependant, comme ce principe ne s'appli+ 
queroïit pas aifément à des équations de 
dimenfons plus hautes il fera bon de dé- 
velopper clairement Ja même ptopriëté 
encore d'une autre maniere: Nous pren 
drons "pour exemple d'équation du fecond 
degré; xizr 5; & nous donnerons 
unenouvelleraifon, par laquelle cette équa- 
tion eft réfoluble:- désdetix façons ; enrad- 
mettant: pour w les detix’valeurs g & 7 qui 
lui fatisfontépalement. y 


691, 


left plus-convenable:pour notre Put ; 


de commencer par tranfpofer les termes 


de l'équation, de maniere qu'un des meme 

} . # . 

Dres dévienne:o ; ‘cetté équation prend par 
Tome I Oa 
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conféquent la forme xx—12%-}35=0; 
& il s’agit à préfent de trouver un nombre 
tel que, fi on le fubftitue à x, la formule 
xx=12x%—3s fe réduife effeétivement à 
tien; il fera queftion après cela de montrer 
pourquoi cela peut fe faire de deux ma- 
nieres, 


692, 

Or le tout confifte ici à faire voir avéc 
clarté ; qu'une quantité de la forme xx 
—12x+35$ peut être envifagée comme le 
produitide deux faéteurs ; ainfi en effet la 


formule dont: nous parlons eft compofée 
des deux fa&teurs (x5). (x-7). Car puifque 
cette quantité doit-fe réduire à o ; äl faut 
aufi que le produit (x=5).(x==7)=0; 
mais un produit, de quelque nombre de 
fa&teurs qu'il foit compofé, devient =o, 
lors même qu'un feul de ces faéteurs fe 
réduit à 6; Cet un:principe fondamental 
auquel il faut faire attention, fur-tout quand 
ils'agit d'équations de plufeurs degrés, 
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693. 

On comprend donc aifément, que le 
produit (x—$).(x—7) peut devenir o de 
deux façons : l’une, quand le premier fac- 
teur x—$=—0; l’autre, quand le fecond 
fateur x—7=—0o. Dans le premier cas 
2—=$ , dans l’autre casx=7. La raifon eft 
donc très-claire , pourquoi une telle équa- 
tion xx—12x-35—0, admet deux fo- 
lutions; c’eft-à-dire, Pourquoi on peut 
afligner pour x deux valeurs qui fatisfont 
également à l'équation. Cette raifon fon- 
damentale confifte en ce que la formule 


xx—12%-3 5 peut être repréfentée par le 
produit de deux faëéteurs. 


694. 

Les mêmes: circonftances fe retrouvent 
dans toutes les équations du fecond degré, 
Car , après avoir porté tous les termes d’un 
même.côté, on ne manque jamais de par- 
venir à une équation de la forme xx—ax 


Oo jj 
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bo, & certe formule peut toujours 
être regardée pareillement comme le pro- 
düit' de deux faéteurs, que nous repréfen- 
terons par (4—-p)x=—7, fans nous embar- 
rafler quels nombres font les valeurs de p 
&de y. Or ce produit devant: être =0 
par la nature de notre équation, il eft clair 
que cela peut arriver de deux manieres: 


en premier lieu; lorfque x=—p ; & en fe- 
cond lieu, lorfque x=—=g; & ce font-là les 
deux Valeurside x qui fatisfont à l'équation. 


695- 


Voyons maintenant de quelle nature 
doivent être ces deux facteurs , pour que 
la multiplication de l'un par l’aütre repro- 
duife exaétement notre formule #x*—ax 
+6, Nous trouvons, en les multipliant réel- 
lement, xx—(p—q)x—-pg; or cette 
quantité doit être là même chofe que xx 
—ax-Æ5, il faut donc évidemment que 
pHs, & pb. Ainfi nous apprenons 
cette propriété bien remarquable; que dans 
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toute équation de la forme: xx—ay-Hi=—o, 
les deux valeurs de x font telles que leur 
{omme eft égale à a, & leur produit égal 
à b; d’où il fuit que , dès qu'on connoît 
l'une des valeurs, on trouve auf l'autre 
facilement, 

696. 

Nous venons de confidérer le cas où les 
deux valeurs de x font poñirives, & qui 
exige que,le fecond terme de l'équation 
ait le figne —, & que le:troifieme terme 
ait le figne +. Confidérons donc auf les 
cas dans lefquels foit l’une,ou toutes les deux 
valeurs de x deviennent négatives. Le pre- 
mier de ces cas a lieu, lorfque les deux 
faéteurs de l'équation donnent un produit 
de cette forme (x—p) (4-9); car alors 
les deux valeurs de x font xp E&: ; 
l'équation elle-même devient #x-L(y- p) 
x—pq—0 ; le fecond terme a le figne +, 
quand g eft plus grand que p,.& le figne 
—, quand 9 eft plus petit que p; enfin le 
troifieme terme eft toujours négatif, 

Do iij 
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Le fecond cas, où les deux valeurs de 
x font négatives, a lieu, lorfque les deux 
fa&teurs font (xp) (x+ g) ; car on a 
ap rg; l'équation elle-même 
devient xx-(p—-g)x-pg==0, où le 
fecond comme le troifieme terme font af 
fe&tés du figne + 


697. 

Les fignes du fecond & du troifieme 
terme nous font connoître par conféquent 
la qualité des racines d’une équation quel- 
conque du fecond degré. Soit l'équation 
xx ax. b—0: file fecond & le troi- 
fieme terme ont le figne +, les deux valeurs 
de x font négatives; fi le fecond terme a 
le figne — , & que le troifieme terme ait 
+, les deux valeurs font pofitives ; enfin, 
fi le troifième terme affeéte de même le 
figne —, une des valeurs en queftion eft 
pofitive. Mais dans tous les cas au refte le 
fecond terme contient la fomme des deux 
valeurs, & lé troifieme terme contient leur 
produit, 
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698. 

On trouvera très-facile, après ce qui a 
été dit , de former des équations du fecond 
degré qui renferment deux valeurs données 
à volonté. On demande, par exemple ,une 
équation telle que l’une des valeurs de x 
foit 7, & que l’autre foit —3. Qu'on forme 
d’abord les équations .fimples x=7 & x 
——3 ; enfuire de-là celles-ci, x—7=—0o 
& x—+3—0, on aura de cette maniere 
les fa6teurs de l'équation cherchée , laquelle 
devient par conféquent xx—4x—21=0. 
Auf en appliquant ici la regle donnée plus 
haut, trouve-t-on les deux valeurs de x 
fuppofées ;. car fi xx—4x-E21, on a x 
—i+v2s2ts, Ceft-à-dite x=7 , on 
X=— 3. 


699. 
I peut arriver aufli que les valeurs de 
x deviennent égales: qu'on cherche, par 
exemple, une équation où ces deux valeurs 
foient—s , les deux faéteurs feront (x-—5) 


Oo iv 
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(x—5), & l'équation cherchée fera xx 
—10%-+-2;—0o. Dans cette équation x 
paroît n'avoir qu'une valeur ; mais c’eft que 
x fe trouve doublement —$, comme la 
{olution ordinaire le fait voir pareillement; 
car onma XX—I10x—25 ; donc x= +y 0 
=§ +o, ceft-à-dire que x eft de deux 
façons —5. 


700. 


Un cas remarquable fur-tout, & qui at- 
rive quelquefois , c’eft celui où les deux 
valeurs de x deviennent imaginaires ou im- 
poffibles ; car il eft tout-à-fait impofñlible 
alors d’affigner pour x une valeur telle 
qu’elle fatisfaffe à l'équation. Qu'on fe pro- 
pofe, par exemple, de partager le nom- 
bre 10 en deux parties, telles que leur pro- 
duit foit 30; -fion nommeix une de ces 
parties ; d'autre fera —10=-x ,:& leur pro: 
duit fera rox=—xy= 30; donc xx=—10x 


230,8 4 ç+ V=; , ce qui eft unnom- 


bre imaginaire qui apprend que la queftion 
eft impofüble. 
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JOT: 


Il eft donc très-important de trouver un 
figne auquel on puiffe reconnoître fur le 
champ fi une équation du fecond degré 
eft poffible, où fi elle ne left pas. 

Reprenons l'équation générale xx—a% 
“HP—o, nous aurons xx—ax—6 , & x 
a+ haah, On voit par-là que fi & 
eft plus grand que aa, ou.4b plus grand 
que aa, les deux valeurs de x deviennent 
toujours imaginaires, vu qu'il s'agiroit d'ex- 
traire la racine-quarrée d’une quantité né- 
gative; & au contraire, que fi b eft- plus 
petit que aa, où même, plus petit.que or, 
c’eftä-diré que ce foit un nombre négatif, 
les deux valeurs feront poffibles ou réelles. 
Aurefte,- qu’elles foient réelles ou qu’elles 
foient imaginaires, il n’en eft pas moins 
vrai.qu'on pourra toujours les exprimer, 
& qu’elles ont aufi. toujours la propriété 
que leur fomme. et =a, & leur produit 
==% Dans l'équation xx—6x-b10—0; 
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par exemple, la fomme des deux valeurs 
de x doit être —6, & le produit de ces 
deux valeurs doit être —10; or on trouve, 
Lx y, & I)x=3— V1, 
quantités dont la fomme —6, & le pros 
duit —10. 


702 
Le caratere que nous venons de trouver 
peut s'exprimer d’une maniere encore plus 
générale, & de façon à pouvoir même être 
appliqué aux équations de cette forme, 
Fereti ; car cette équation sorte 
s & x= +y 7» OÙ 


ARE 


«Vi, d'où l’on infere que les 
z 


deux valeurs font imaginaires , & par coñ- 
féquent l'équation impoffible, quand 4 fh 
eft plus grand que gg; c’eft-à dire, lorfque 
dans l'équation fxx—gxHh=o , le qua- 
druple du produit du premier & du dernier 
terme furpafle le quarré du fecond terme; 
car ce produit du premier & du dernier 


terme, pris quatre fois, eft 4fhxx , & le 
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quarré du terme moyen eft ggxx; or fi 
4fhxx eft plus grand que ggxx, 4fh eft 
auffi plus grand que gg , & dans ce cas 
l'équation eft évidemment impoflible. Dans 
tous les autres cas l'équation eft poñfible, & 
on peut affigner deux valeurs réelles pour x; 
il eft vrai que fouvent elles deviennent ir- 
rationnelles ; mais nous avons vu plus haut 
que dans ces cas on ne laiffe pas de pouvoir 
les connoître en approchant autant qu'on 
veut ; au lieu qu'aucune approximation ne 
fauroit avoir lieu pour les expreffions ima- 
ginaires , telles que Va; car 100 eft 
aufli éloigné d’être la valeur de cette ra- 
cine, que left 1 ou un autre nombre quel- 
conque, 


703. 

Nous avons encore à faire remarquer 
qu'une formule quelconque du fecond de- 
gré; xxtaxtb, elt toujours néceffaire- 


ment réfoluble en deux faéteurs, tels que 
(xtp) (xq). Car fi l'on prenoit trois 
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faêteurs pareils à ceux-là ; on parviendroit 
à une quantité du troifieme degré, & en 
ne prenant qu'un feul fa6éteur pareil , on 
ne pafleroit pas le premier degré. 

C’eft donc un point qui eft au-deflus de 
toute conteftation , que toute-équation du 
fecond degré renferme nécéffairement deux 
valeurs de x, & qu'il ne peut y en avoir 
moins où davantage. 


704. 

Nous avons déjà vu que quand on a 
trouvé les deux faéteurs, on connoît aufi 
les deux valeurs de x, vu que chaque fac- 
teur donne-une de ces valeurs, qüand-on 
le fuppofe =o. L’inverfe a lieu pareille- 
ment, c'efl-à-dire que dès.qu’on a trouvé 
une valeur de x, on connoïît aufi un des 
faëteurs de l'équation; car fix==p indique 
une des valeurs de x dans une. équation 
quelconque du fecond degré, x—p eftun 
des faëteurs-de cette équation ; c'eft-à-dire 
que tous-les termes ayant été portés du 
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même côté, l'équation eft divifible par 
X—p, & qui plus eft ; le quotient exprime 
Pautre facteur. 

70$. 

Soit donnée, pour éclaircir mieux cé 
que nous venons de dire, l’équation.xx 
4x 210, de laquelle nous favons 
que-x=3 left une des valeurs délx'yrparce 
que 3-3 4,3-—21=—0; cela nous fait 
juger que w==3"eflPun des faéteurs de cette 
équation, ou que xx 4x7 eft divifible 
par x—3, & en effetla divifion fuivante 
le fait voir, 


A) -4a 21 (x 7 


Aïnf l'autre faêteur eft x 17, & notre 
équation fe repréfente par le produit (x—3) 
(x+#7)—0 ; d'où s'enfuivént immédiate: 
ment les deux valeurs de »,,1e premier 


fafteur donnant #=3, & l'autre fa@teur 
donnant x=—71 
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CHAPITRE X. 
Des Equations pures du troifieme degré. 


706. 


Ox dit d’une équation du troifieme dé- 
gré, qu'elle eft pure, lorfque le cube de 
la quantité inconnue «ft égal à une quan- 
tité connue, fans que ni le quarré de lin- 
connuenilinconnue même fe trouvent dans 
l'équation. 

x =r 25 , où plus généralement x? =a; 
x =}, font des équations de ce genre. 


707. 
Il eft clairscomment: on doit tirer la va- 
4 + , 
leur de, x d'une telle équation, vu qu'on 
; Ne 
n’a befoin que d'extraire des deux côtés la 
racine cubique. L'équation x° —125 donne 


3 
x=, l'équation x? =a donne x= Va, 


32, 
& l'équation x’ =p donne x—=V 7, où # 
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3, 

vV. , ` . 
A Il fufir donc qu'on ait appris à ex4 
traire la racine cubique d’un nombre pro- 
pofé, pour qu'on foit en état de réfoudre 


de femblables équations, 


708. 


On n'obtient de cette matiere qu'une 
feule valeur pour x; cependant toure équa= 
tion du fecond degré ayant deux valeurs, 
on eft fondé à foupçonner qu'une équation 
dutroifieme degré a pareillement plus d'une 
valeur; il vaudra donc la peine d’appro- 
fondir la chofe, & en cas qu'on trouve 
qu'une telle équation doit avoir plufieurs 
valeurs pour x, de déterminer ces valeurs. 


709. 

Confidérons, par exemple ; l'équation 
x'—8;, dans la vue d'en conclure tous 
les nombres dont le cube eft g. Comme 
#22 eft fans contredit un tel nombre ;:il 
faut, d'après le Chapitre précédent , que 
la formule x? —8 = 0; foit néceflairement 
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divifible par x—2. Faifons donc cette dis 
vifion: 
x—2) x —8 . (xx-42x44 
X — xk 
2xx—8 
2XX——4X 
4x— 8 
4X—8 
0. 
Ils’enfuit.que notre équation.x?}—8—0 
peut fe repréfenter par ces faéteurs-ci: 


(xr) (axt 2x 4-4) 0 
710. 


Or la queftion eft de favoir quel nombré 
on doit fubftituer à la place de x, pour que 
xim 8y ou qhex"=—8— 0518 il ef clair 
qu'on fatisfait àccette condition pen fuppo: 
fant=—0 lé produit quenous venons detrou 
yer mais céla arrive non-feulement quand 


le premier)faéteur x-—2=—=0", d'où réfulte 
a==2 mais aufi quand le-fecondifaétèur 
xx 
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xx-}24-4=o0. Qu'on faffe donc istas 

40 ; on aura xx——2x—4, & delà 
24 y. 


TL 

Outre le cas donc où x—2 > qui fatif- 
fait à l'équation x’ —g > NOUS avons en- 
core pour x deux autres valeurs dont les 
cubes font pareillement 8 ; & qui font: 

L)x=—1 +3 ; & Lx 1-Y/-3, 

On n'en doutera plus, fi on prend les 
cubes effeétivement comme nous allons 
faire : 
a AEA a 
—i+ V—3 

TESIA 

V3 
—2— 2% —3 quarré 
SEV 

242V —3 

236 

8 cube. 
Tome 1. 
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IL eft vrai que ces deux valeurs fontima- 
ginaires ou impoflbles ; mais elles métitent 
cependant qu'on y faffe attention. 


713, 


Ce que nous venons de voir à lieu en 
général pour toute équation cubique , telle 
que x? —=4 ; on trouvera toujours outre la 


3 
valeur x= y. a, encore deux autres valeurs. 


3 
won fappôfe, pourabréger, Va=c, de 
- PPOIE5P 3 
forte que a==c°, notre équation prendra 
cette forme, x? —c? =o, qui fera divifible 
par *—c, comme la divifon efleétive le 
fait voir : 
rc) — e (xx ca cc 
x —cxx 
Se à 
cxx? 
cxx—cck 
SPORE 
cecx? 
ccx—c? 
ee 
©. 
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Par conféquent l'équation en queftion 
peut être repréfentée Par le produit (xc) 
Cxx+excc) 0, qui eft en effet =o 
non-feulement lorfque x—c=o > OU žc : 
mais auffi quand XX-cxce—0, Or cer 
formule contient deux autres valeurs de x; 


car elle donne xxx ce > Ex 
2 


EVE — sm i 
EV gee, ou x, c'eft-àdire, 


xatra autes 
ET a e a a 


TE 


Or comme c avoit été mis à Ja place 


3 
de Va, nous en inférons que toute équa= 
tion du troifieme degré , de la forme x? 
=a, fournit trois valeurs Pour xexprimées 
de lą maniere fuivante : 


L)x= Ve, I), Va 
ID PRES Vars 
On voit par-là que chaque racine cubi- 


Que a trois différentes valeurs; mais qu'une 
feule eft réelle ou poflible, les deux autres 


Ppi 
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étant impoflibles. Celareft d'autant plus å 
remarquer , que toute racine quarrée a deux 
valeurs, & que nous verrons plus bas qu'une 
racine bi-quarrée a quatre valeurs diffé- 
rentes , qu'une racine cinquieme à cinq 
valeurs, & ainf de fuite. 

Il eft vrai que dans les calculs ordinaires 
on n’emploie que la premiere de ces trois 
valeurs, parce que les deux autres font 
imaginaires ; c'eft ce que nous confirme“ 
rons par quelques exemples. 


714. 

Premiere queflion. Trouver un nombre 
tel que fon quarré multiplié par fon quart 
produife 432. 

Que x foit ce nombre, il faut que le 
produit de xx multiplié par $x foit égal au 
nombre 432, ceft-à-dire que Lx? —432) 
& que x’ —1728. Qu'on extraie la racine 
cubique, on aura x==12. 

Réponfe. Le nombre cherché eft 125 caf 
fon quarré 144, multiplié par fon quart où 
par 3-donne 432. 
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715$. 

Seconde queflion. Je cherche un nombre 
tel, qu'en divifant fa quatrieme! puiffance 
par fa moitié, &en-ajoutant 142 au pro- 

. ` . h 
duit, il me vienne 100. 


Jenommerai ce nombre x; fa quatrieme 
: AE 
puiflance fera x* ; divifant par lamoitiélæ, 
Ne s ; 
ai 2x}, & S . 
J ; & il faut qu'en ajoutant 14°, la 


fomme foit 100 ; j'ai donc 2x jiii 
=100; fouftrayant 1455 ilrefte 2x7 =3%#: 
soe 42 
RE 
Aiala par 2, j'ai x =43, & prenant la 
racine cubique , j'obtiens enfin x—7, 
2 


716. 


Troifieme queflion. Quelques Capitaines 
fe trouvent en campagne ; chacun com- 
mande à trois fois autant de Cavaliers) & 
à vingt fois autant de Fantaflins qu'ils font 
de Capitaines. Un Cavalier reçoit chaque 
mois pour fa paye autant de florins qu'il y 
a de Capitaines , & chaque Fantaflin reçoit 


Pp ij 
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la moitié de cette paye; la dépenfe totale 
par mois eft de 1 3000 florins; on demande 
combien il y a de Capitaines ? 

Soit x le nombre cherché, chaque Ca- 
pitaine aura fous lui 3x Cavaliers 8 10% 
Fantaflins. Ainf le nombre total des Ca- 
valiers eft 3xx, & celui des Fantaffins eft 
20x%.: Or chaque Cavalièr recevant par 
mois x florins, & chaque Fantafin rece- 
vang£x flor. la paye des Cavaliers, à chas 
que mois , fe monte à.3x°, & celle des 
Fantaflins eft 10x° ; ils reçoivent donc tous 
enfemble 13x° flor. & cette fomme doit 
équivaloir à 13000 florins; on a donc 13x° 
—=13000, ou x’ —1000, & x—10, NoMa 
bre cherché des Capitaines, 


717. 

Quatrieme queflion: Quelques Népocians 
entrent en fociété , 8o- chacun contribué 
cent fois autant qu'il y a d'Aflociés ; ils'en- 
voient un Faéteur à Venife pour faire valoir 
ge capital; ce Faéteur gagne pour cent 
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lequins deux fois autant de fequins qu'il y 
a d’Intéreflés, & il revient avec 2662 fe: 
quins de profit ; on demande le nombre 
des Aflociés ? 

Si ce nombre eft fuppofé =x , chacun 
des Négocians aflociés aura fourni 100% 
fequins, & le capital entier aura été de 
100xx fequins ; or le profit étant de 2x 
pour 100 , le capital aura rapporté 2x? ; 
ainfi il faut faire 2 x° = 2662 , ou x’ =1331; 
cela donne x=—11, & c’eft le nombre des 
Aflociés. 


718. 


Cinquieme queftion. Une Payfanne échan- 
ge des fromages contre des poules, à raifon 
de deux fromages pour trois. poules; ces 
poules pondent chacune Š autant, d'œufs 
qu'il y a de poules ; la Payfanne vend au 
marché neuf œufs pour autant de fous que 
chaque poule a pondu d'œufs, & elle tire 
72 fous; on demande combien de fromages 
elle a échangé è 

Pp ix 


660 ELÉMENS 
Soit ce nombre des fromages =X , ce- 
lui des poules que la Payfanne aura reçues 
en échange ferai, & chaque poule 
F 5 à 
pondant+ x œufs, le nombre des œufs fera 
==żŻ xx. Or neuf œufs fe vendent pour $ x 
fous, ainfi l'argent que $ xx œufs produi- 
A: zr r P 
fent, eft= x", & il faut que = x°—72. 
Par conféquent x? —24.71=28.3.8.9—8 
.8.27, & x—12; Ceft-à-dire que la Pay- 
fanne a échangé douze fromages contre 
dix-huit poules. 


EEE ee 


CHAPITRE Xe 


Dela réfolution des Equations complettes 
du troifieme degré. 


710. 


Ur équation du troifieme degré eft dite 
compleite , lorfqu’elle renferme ; outre le 
cube de l’inconnue , aufli cette quantité in- 
connue elle-même , & le quarré de cette 
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quantité; de forte que la formule générale 
pour toutes ces équations , en: portant tous 
les termes d’un même côté, eft 

ax? +bx" +cx+d—o, 

C'eft à faire voir comment on doit tirer 
de telles équations les valeurs de x, qu'on 
nomme aufli les zacines de l'équation, que 
nous deftinons ce Chapitre. Nous fuppo= 
ferons qu'on n’a aucun doute qu'une telle 
équation nřait trois racines , après que nous 
avons fait voir dans le Chapitre précédent 
que cela eft vrai à l'égard des équations 
pures du même degré, 


720. 


Nous confidérerons d’abord l'équation 
x —Gxx—tirx—6—0; & de. même 
qu'une équation du fecond.degré-peut être 
regardée comme étant le produit de deux 
facteurs , on peut repréfenter une équation 
du troifieme degré par le produit de trois 
faéteurs qui font dans notre cas, (x—1) 
(x—2)(x—3)=—=0; puifqu’en les multi- 
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pliant effeétivement on parvient à Péquas 
tion donnée ; car (x—1}.(x—2) donne 
xx—3x-+}z, & multipliant ceci par x—3 
on trouve x°—6xx-r1x—6, ce qui eft 
en: effet la formule preferite , & qui doit 
être —0. Or cela a lieu par conféquent, 
quand le produit (x—1)(x—2}(x=3) fe 
réduit à rien; & comme il fuflit pour cet 
effet qu'un feul de ces faéteurs foit —o, 
trois différens cas peuvent donner ce ré- 
fultat, favoirx—io, où x=—13 en fe- 
cond lieu, x—2=0, où x==2; & en troi- 
fieme lieu, x—3—0, ou x=3. 

On voit fur le champ auffi, que fi on 
fubftituoit à la place de x un nombre quel- 


conque ; autre qu'un des trois ci-deflus,, au- 
cun des trois faéteurs ne deviendroit —o, 
& par conféquent que le produit ne de: 
viendroit pas o non plus; ce qui prouve 
que notre équation ne peut avoir d’autre 
racine que ces trois racines- là 
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TÉL, 


Si lon pouvoit dans tout autre cas af- 
figner de même les trois fa@teurs d’une telle 
équation , on auroit immédiatement fes 
trois racines. Confidérons donc d’une ma- 
niere plus générale ces trois fa&teurs, x 
=P; X—9, x—r; fi nous cherchons leur 
produit , le premier multiplié par le fecond 
donne xx—(p+9)x—pg, & ce produit 
multiplié par x—7 fait x —(p+q+r) 
&x (pq pr gr)x— par. 

Or fi cette formule doit devenir =0, 
cela peutarriver dans trois cas: le premier 
eft celui où x—p—0oy ou x=p ; le fecond 
a lieu quand x—g=o , ou x=— ; le troi- 
fieme cas eft celui dé x—r=—o, ou de 


VEN 
122% 


Repréfentons maintenant la formule trou- 
vée par l'équation x? —axx+bx—c=0; il 
Eft clair que pour que fes trois racines foient 
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Lx=p, I)x=9, ILJ il faut 1°, 


que a=p-+g-r, 2°. que b=pgt-prtqr; 
& 3°. que c=pgr. Ainfi nous apprenons 
par-là que le fecond terme contient la fom- 


me des trois racines, que le troifieme terme 
contient la fomme des produits des racines 
prifes deux à deux , enfin que le quatrieme 
terme eft formé du produit de toutes les 
trois racines multipliées les unes par les 
autres. 

Cette derniere propriété nous préfente 
aufli-tôt une vérité importante , qui eft 
qu'une équation du troifieme degré ne peut 
certainement avoir d’autres racines rations 
nelles que des divifeurs du dernier terme; 
car puifque ce terme eft le produit des trois 
racines., il faut qu'il foit divifible par cha- 
cune d'elles. On voit donc fur le champ, 
lorfqu'on veut chercher une racine par le 
tâtonnement, de quels nombres on doit 
faire l’effai (*). 

(*) On vérra dans la fuite, que cette propriété eft gë- 
nérale pour les équations d'un degré quelconque, Au 
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Si nous confidérons, pour nous expli- 
quer mieux , l'équation x*=—x+6, ou x? 
—x—6—0o, comme cette équation ne 
peut avoir d’autres racines rationnelles que 
des nombres qui font faëteurs du dernier 
terme 6, nousn’avons befoin d’eflayer que 
les nombres 1,2, 3, 6, & voici le détail 
de ces effais : 

I) Si x=1, on a 1—1—6——6, 
IL.) Si x=2, on a 8—2-6—0. 
IL) Si x=3, a 27—3—6—18, 

IV.) Si x=6, ona 216—6—6—204: 
Nous voyons par-là que x=2 eft une 


on 


des racines de l'équation propofée , & fa~ 
chant cela il nous eft facile de trouver les 
deux autres ; car x=2 étant une des ra- 
cines, x—2 eft un faéteur de l'équation, 
& on n’a donc qu’à chercher l’autre faéteur 
par la voie de la Divifion, ainfi que nous 
allons le faire: 


refte comme ce tâtonnement exige qu'on connoifle tous 
les divifeurs du dernier terme de l'équation, on peut 
avoir recours pour cela aux tables indiquées à l’art. 66. 
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x2) 7 = x 6 (xxt2x 


xŸ— 214% 
2XX—Xx— 6 
2XX—4X 

3x—6 
* 3x—6 


O, 


Puis donc que notre formule fe reprès 
fente par le produit (x—2)(xx+-2x4-3), 
elle deviendra =o , non-feulement quand 
x—2—0, mais aufi quand xx—2x 
—-3—=0. Or ce dernier faéteur donne xæ 


——2x—3, & par conféquent x=—1 
+y —2. Ce font donc ici les deux autres 
racines de notre équation , lefquelles font, 
comme on le voit, impoñlibles ou ima- 
ginaires. 


723: 


La méthode que nous venons d'indiquer, 


n’eft applicable immédiatement que lorfque | 


le premier terme #° eft multiplié par 13 
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& que les autres termes de l'équation ont 
Pour coefficiens des nombresentiers, Quand 
cette condition n’a pas lieu, il faut com- 
mencer par une préparation qui confifte 
à transformer l'équation en une autre qui 
ait la condition requife , après quoi on fait 
Feffai que nous ayons dit, 

Soit donnée, par exemple , l'équation 
x — 4x x io; comme elle rens 
ferme des quarts, qu'on faffe x—2, on 
aura — + 30 > & en multi- 
pliant par 8, on obtiendra l'équation y? 
—6yy+117—6=0, dont les racines 
font, comme nous l'avons vu plus haut, 
Y=! » Y=2 Y=3 3 d’où il s'enfuit que 
dans l'équation propofée on a L)x=} 
IL) x=—1 RIRES 


2 


? 


724. 


Qu'on ait une équation, dont le pre- 
mier terme ait pour coefficient un nombre 
entier autre que 1 , & dont le dernier terme 
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foit 1; par exemple, 6x?—114x46x 
Sre: 3 
—1=0; fi on divife par 6, on aura x 
7 xx —}—0; on pourroit purger 
cette équation des fraëlions, par la regle 
que nous venons de donner , en fuppofant 
DEL 1 ARRE 
x=% Car on auroit 2 — 732- 7 — i= o; 
NE FRE sa 
& en multipliant par 216 , il viendroit y 
—11yy 4367 —36—0. Mais comme il 
feroit trop long de faire l’effai avec tous les 
divifeurs du nombre 36, remarquons que 
puifque le’dernier terme de l'équation pri- 
mitive eft 1, il vaut mieux fuppofer dans 


A : 1 0 
cette équation SRE Car on aura l'équa- 


tion si — + —1=0, qui mulkipliée 
í Le 


par z’ donne 6— 117467 —; =o, & en 

tranfpofant tous les termes , 7? — 6331 17 

—6==0o. Les racines font ici (1581, 

=2, 7=3 ; d'où il fuit que dans notre 
x 1 


quation x=1, y=, y= 


T 
L 
é A > 
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72e 

On aura obfervé dans les articles précé- 
dens, que pour que les racines foient toutes 
des nombres pofitifs, il faut que les fignes 
plus & moins fe fuivent alternativement ; 
moyennant quoi l'équation prend cette 
forme , y'a Hbx—c—o, dans la- 
quelle les fignes changent autant de fois 
qu'il y a de racines pofitives. Si toutes les 
trois racines euflenr é é négatives, & qu'on 
eût multiplié entr’eux les trois faéteurs x+p, 
x+9, xr, tous les termes auroient eu 
le figne plus, & la forme de l'équation 
auroit été x? axx x te, où on 
voit les mêmes fignes fe füivre srois fois, 
c'eftà-dire , le nombre des racines né 
tives. 

On a donc conclu qu'autant de fois que 
les fignes changent , autant l'équation a 
de racines poftives, & qu'autant de fois 
que les mêmes fignes fe fuccedenr > autant 
l'équation a de racines négatives ; & cetre 

Tome I. Qq 
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remarque eft très-importante , parce qu'on 
fait par-là fi c’eft en plus ou en moins qu’on 
doit prendre les divifeurs du dernier terme, 
quand on veut faire l'effai dont nous avons 
parlé. 


726. 


Confidérons , afin d'éclaircir par un 
exemple ce que nous venons de dire, 
l'équation x°—Exx— 34x—56—0, dans 
laquelle les fignes changent deux fois, & 
où ce n’eft qu’une fois que le même figne 
revient. Nous concluons que l'équation a 
deux racines pofitives & une racine néga- 
tive, & comme ces racines doivent être 
des divifeurs du dernier terme 56, il faut 
qu’elles foient comprifes dans les nombres 
1I, 2,457, 8, 14,28, 56. 

Si nous faifons maintenant x==2, nous 
avons 8-4—68-156—0 ; d’où nous con- 
cluons que x=—2 eft une racine pofitive , 
& qu'ainfi x—2 eft un divifeur de notre 
équation, au moyen de quoi nous trouvons 
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facilement les deux autres racines ; car dis 


vifant effeétivement par x—2, on a 
A2) ax + xx —3 4x 6 (xx 3x —28 


X? —2xx% 


3XX—3 4x5 6 

3xx— 6x 
—28x4-56 
—28x+-56 
Les O. 

Et fi on fait ce quotient xxL3x— 28 
=o, on trouve les deux autres racines, 
qui feront x=—} + vVž=+ 28=—Èi+42, 
c'eft-à-dire x—4 :& x——7; & tenant 
compte de la racine trouvée ci-deflus, 

=2 , On voit clairement qu'en effet l’équa- 
tion a deux racines pofitives & une néga- 
tive, Nous donnerons encore quelques au- 
tres exemples pour rendre la chofe encore 
plus évidente. 

72T. 

Premiere queftion; On'a deux nombres, 

leur différence eft 12, leur produit mul 


Qq ij 
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tiplié par leur fomme fait 14560. Quels 
font ces nombres ? 

Soit x le plus petit des deux nombres, 
le plus grand fera x—12, leur produit, 
=xx-}1 2x , multiplié par la fomme 2x 
+12, donne 2x? +36xx+144x%—14560; 
& divifant par 2 > on a 4/—18xx—+72x 
=7 280. 

Or le dernier terme 7280 eft trop grand 
pour quon puifle entreprendre leffai de 
tous fes divifeurs, & nous remarquons qu’il 
eft divifble par 8; c’eft pourquoi on fera 
x—2y, parce qu'après la fubftitution la 
nouvelle équation, 8y’ -4+7 2yy -H1 44y 
—7180, étant divifée par 8 , fe réduira 
à celle-ci, y’ +oyy—18y=910, pour 
laquelle on n’a befoin d’effayer que les di- 
vifeurs 1,2, $, 7; 10, 13, &c. du nom- 
bre 910. Or il eft évident que les premiers, 


1,2, 5, font trop petits; en commençant 
donc par la fuppoñition de y=—7 ; on trouve 
aufli-tôt que c’eft là une des racines ; car 
la fubftitution donne 343+441-126—910, 
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Il fuit que x—14, & on trouvera les deux 
autres racines en divifant y’ +9yy—+18y 
910 par y—7, ce que nous allons faire: 


Y—7)y° + YY+187-010(yy+167+130 
PIY 
16ÿY+18y—0910 
16ÿy—112y 


130y—910 


130ÿ—910 


o. 
Suppofant maintenant ce quotient yy 


H16y+130—0 , on aura Yy=—i 6y 
—130, & de-là y=—8+y/— 66: preuv 


preuve 
que les deux autres racines font impoffibles. 
se 
Réponfe. Les deux nombres cherchés font 
Qo D HN En 
14 & 26; leur produit 364, multiplié par 


leur fomme 40, donne 14560. 
728. 


Seconde queflion. Trouver deux nom- 
bigs, dont la différence foit 18 , & qui 
foient tels, que fi on multiplie enfemble leur 


Qq ïj 
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fomme & la différence de leurs cubes, on 
obtienne le nombre 275184. 

Soit x le moins grand des deux nombres, 
x—-18 fera le plus grand ; le cube du pre- 
mier fera — x’ , & le cube du fecond Ex 
Hs axxto72xt-5832 ; la différence des 
cubes = 544x 972%- 5832=54 (xx 
18x—108), multipliée par la fomme 
2x18 ou 2(x+-9), donne le produit 
108(x?—L27xx-270x-072)—275 1 84. 
Divifant par 108, onax}-27xx 270% 
“-972=—2548, Ou x'L27#x# 270% 
176. Les divifeurs de 1576 font 1,2, 
4, 8, &c. les premiers I , 2 font trop petits; 
mais fi on effaie x—4, on trouve que ce 
nombre fatisfait à l'équation. 

Il refte donc à la divifer par x— 4 , afin 
de trouver les deux autres racines. Cette di- 
vifion donne le quotient xx-}31%-} 3945 
en faifant donc xx=——31x—394, on 


ee Li 
trouvera x=—# + rir c'eft-à- 


dire deux racines imaginaires. 
Réponfe. Les nombres cherchés font 4 


& 22. 
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729- 

Troifieme queflion. Je cherche deux nom- 
bres dont la différence —720, & tels que 
fi je multiplie le plus petit par la racine 
quarrée du plus grand, il me vienne 20736. 

Si le plus petit eft x, le plus grand fera 
x-710, & il faut que xy x+720=20736 
=—=8.8.4.81. Quarrant les deux membres, 
Jai xx (x-}720) =x + 710xx—82 83, 
4 81%, Je fais x=8y ; cette fuppoñition 
me donne 8° y’ +720.8° y —82 82 42 81°; 
& divifant par 8°, j'ai y’ +-00yy—8.4%, 
81°. Je fuppofe de plus y—27, & j'ai 
87 + 4.9077—8.4: 812, ou, en divifant 

par 8, +454 872. 

Je fais encore z=9u , pour avoir 9° u’ 
4$:9" uu=4} 9*, parce qu’en divifant 
à préfent par 9°, l'équation fe réduit à u’ 
+H juu= 4 9, ou uu(u+-5)=16.9=1 44- 
Je mai pas de peine à voir ici que u—=4; 
car dans ce cas uu—16 & u--5=—0. Puis 
donc que u=4, J'ai ?=36, y=72 & 

Qq iv 
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x—576, ceft le plus petit des deux nom- 
bres cherchés; ainfi le plus grand eft 1296, 
& en effet la racine quarrée de celui-ci, 
ou 36, multipliée par l’autre nombre 576, 
donne 20736. 


730: 


Remarque. Cette queftion admettoit une 
folution plus fimple ; car puifque la racine 
quarrée du plus grand nombre, multipliée 
par le plus petit nombre , doit donner un 
produit égal à un nombre donné, il faut 
que le plus grand des deux nombres foit 
un quarré. Si donc, par cette confidération, 
nous le fuppofons —=xx, l'autre nombre 
fera xx—720. Celui-ci étant multiplié par 
la racine quarrée du plus grand, ou par x, 
nous avons x}—"720x%—20736—64.27 
«12, Faïfons x—47y, nous aurons 64y? 
—720.4y=64:27:1 2 , ou bien y’ —45Y 
7.12. Suppofant de plus y=37, nous 


trouvons 277 —1357=27-12, Où en di- 
vifant par 27, 7 


i RES 
= OUT —$4 
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—12—0. Les divifeurs de 12 font 1, 2, 
3, 4, 6, 12; les deux premiers font trop 
petits; mais la fuppoñtion de ;=3 donne 
précifément 27—1$—12=—0, Par confé- 
quent 3=3, Y=9 & x—36; d'où nous 
concluons que le plus grand des deux nom- 
bres cherchés, ou xx, —1296, & que 
le plus petit, ou xx—720,—576, com- 
me ci-deflus. 
73 

Quatrieme queflion. On a deux nombres, 
dont la différence eft 12; le produit de 
cette différence par la fomme des cubes, 
eft 102144: quels font ces deux nombres? 

Nommant x le plus petit de ces deux 
nombres, le plus grand eft x--12, le cube 
du premier eft x’, & le cube du fecond 
elt x°+-36xx+-432x—1728 ; le produit 
de la fomme de ces cubes par la différence 
12, eft 
12(2x 3 6xx+432x%4+1728)—102144; 
divifant fucceflivement par 12 & par 2,0na 
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H r8xxzr6x-+ 864—4256, où 
H Brr 2r6x=3392=8.8.53. 
Qu'on fuppofe x=—2y, qu’on fubititue 
& qu'on divife par 8, on aura 

TOY 54y =8-53=424. 

Les divifeurs du dernier membre font 
1,2,4,8, 53, &c. 1 & 2 font trop 


petits; mais fi l'on fait y—4, on trouve 
64+ 1444-216=424. De forte que y=4 
& x—8 ; d’où l’on conclut que les deux 
nombres cherchés font 8 & 20. 


732. 


Cinquieme queflion. Quelques perfonnes 
forment une fociété & établiffent un fonds À 
auquel chacune contribue dix fois autant 
d'écus qu'ellés font de perfonnes ; elles 
gagnent fur chaque centième d'écus 6 éelis 
au-delà du nombre d'écus égal à leur nom- 
bre; le profit total eft dé 392 écus; on 
demande combien ils font d’Affociés ? 

Soit x le nombre cherché ; chaque Af- 
focié aura fourni rox écus, & tous en- 
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femble roxx écus; & puifqu'ils gagnent 

x-6 pour cent , ils auront gagné avec le 

2x+6xx 
10 


capital entier, , ce qu'il faut égaler 


à 392. 

On a donc x’ 6xx—3910, & en 
faifant x=—2y & divifant par 8, y? +3yy 
—490. Les divifeurs du fecond membre 
font 1, 2, §, 7,10, &c. les trois pre- 
miers font trop petits; mais en fuppofant 
y=7» On a 343 147=490; de forte 
que y—=7, r= 

Réponfe. Il y avoit quatorze Aflociés, 
& chacun d’eux a mis 140 écus dans la 
mafle commune. 

733- 

Sixieme queflion. Quelques Népocians 
ont en commun un capital de 8240 écus; 
chacun y ajoute quarante fois autant d'écus 
qu'ils font d’Aflociés ; ils gagnent avec la 
fomme totale autant de fois pour cent qu'ils 
font d’Aflociés ; en partageant le profit il fe 
trouve qu'après que chacun a pris dix fois 
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autant d'écus qu'ils font d’Affociés, il refte 
224 écus. On demande quel étoit donc 
le nombre de ces Affociés ? 

Si ce nombre eft x, chacun aura ajouté 
40x écus au capital 8240 écus ; par con- 
féquent tous enfemble auront ajouté 40xx, 
ce qui a rendu le capital = 40x: 8240; 
ils gagnent avec cette fomme x écus pour 


ve à ox? 
cent; ainfi le gain total et 42% 
100 


cette fomme que chacun préleve rox ; & 

par conféquent tous enfemble roxx, en 

laiffant un refte de 224 écus; il faut done 
4 p 

que le profit ait été 1oxxL224, & qu’on 

T € 49 


0 pre ; 2g* 2 
ait l'équation a -} am I1O0xx 4 224. 


Multipliant par s & divifant par 2, on 
a x°—206x—25ÿ xx} 560, ou x’ 22 
—206%—560—0 : la premiere forme 
fera cependant plus commode pour effayer, 
Les divifeurs du dernier terme font 1, 2, 
45 537, 83 10,14, 16 &c. & il faut 
les prendre pofitifs , parce que dans la fe- 
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conde forme de l'équation les fignes varient 
trois fois, ce qui donne à connoître avec 
certitude que toutes les trois racines font 
pofñitives. 

Or fi l'on effaye d’abord x—1 &x—2, 
il eft évident que le premier membre de- 
viendroit plus petit que le fecond. Nous 
ferons donc l’eflai des autres divifeurs. 

Quand x=4, on a 64--824—400 
-} 560, ce qui ne farisfait point. 

Quand x=—$, on a 125 H1030—62$ 
+560, ce qui ne fatisfait pas non plus. 

Quand x=7, on a 34314427 225 
560, ce qui fatisfait à l'équation ; de 
forte que x=7 en eft une racine, Cher- 
chons donc à préfent les deux autres, en 
divifant par x—7 la feconde forme de 
notre équation. 


X—7)x — 2154X 206x—5 60 (xx—18x-+80 
x? _ wa 
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Egalant le quotient à zéro, nous avons 
xx—18x+8o—0o ou xx—18x—80, ce 
qui donne x=—=9+1 , de forte que les deux 
autres racines font x—8 & x—10. 

Réponfe. Trois réponfes ont lieu pour la 
queftion propofée : fuivant la premiere le 
nombre des Négocians eft 7, fuivant la 
feconde il eft 8, & fuivant la troifieme il 
eft 10; le tableau fuivant préfente la preuve 
de toutes: 


ERSS 


Nombre des Négocians 


Chacun fournit 40% = — — 
Tous enfemble ajoutent 40x% 
L'ancien capital étoit — — 


Le capital entier et 40xx 


Ils gagnent avec ce capital 
autant pour cent qu’ils 
font d’Aflociés - — - — 

Chacun en ôte 10x — — — 

Ainfi tous enfemble pren- 
nent 10 xx 


Donc il refte 


CHAP EER EENI 


De la Regle de CARDAN ou de Scrr1oN 
FERRE0O. 


734: 


Eoo a chaffé les fra&tions d'une 
équation du troifieme degré, fuivant la 
maniere enfeignée, & qu'aucun des diyi- 
feurs du dernier terme ne fe trouve être 
une racine de l'équation, c’eft une marque 
certaine, non-feulement que l'équation n’a 
pas de racine en nombres entiers, mais 
qu'une racine fraélionnaire même ne peut 
avoir lieu; c'eft ce que nous allons prouver: 

Soit l'équation x? —axx x 0, 


où a, b, c fignifient des nombres entiers; 


fi on vouloit fuppofer, par exemple, x—=2 
TOI LT 3 3 a 
on auroit $ —fa-}H}b—c; or le premier 


terme a feul ici 8 pour dénominateur ; tous 


2 


les autres font, ou des nombres entiers, 
ou divifés feulement par 4 ou par 2, & 
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ne peuvent par conféquent faire o avec le 
premier terme: la même chofe a lieu pour 


toute autre fraftion. 


735. 

Comme donc dans ces cas les racines 
de l’équation ne font ni des nombres en- 
tiers, ni des fraĉtions , elles font irration- 
nelles, ou même , ce qui arrive fouvent, 
imaginaires. Or la maniere de les expri- 
mer alors & de déterminer les fignes ra- 
dicaux qui les affe&tent, fait un point très- 
important, & qui mérite d’être expliqué 
ici avec foin. On attribue cette méthode, 
qu’on nomme /a regle de Cardan, à Cardan, 
ou plutôt à Scipion Ferreo , qui ont vécu 
il y a quelques fiecles (*). 

736. 

Il faut, pour entrer dans l’efprit de cette 

regle, confidérer d’abord avec attention la 


(*) L'hiftoire de cette rå 


temps par Turtaléa, fe lit avec autant d'intérêt que de 


e , découverte dans le même 


gruit dans l'Æifloire des Mathématiques, par M, de Montuc la 
nature 


D'ALGEZR Er 625 
hature d’un cube , dont la racine eft:un 
binome 

À, i : 
Soit e1-6 cette racine, le cube en eft 
rs = 
a —+3aab+-3abb4L ht, & nous voyons 
qu'il eft compofé des cubes des deux ter- 
mes du binome, & outre cela de deux 
termes moyens, 3aab3abb | qui ont le 


are dard A S E Rae 
facteur commun 34, lequel multiplie l'au> 


tre facteur a Hb; c’eft-à-dire que ces deux 
termes contiennent le triple produit des 
deux termes du binome, multiplié par la 
fomme de ces tèrmes. 


737- 

Qu'on fuppofe maintenant x—a--4, 
& qu’on prenne de part & d’autre le cube, 
on a =a HE La ab (a+b). Or puif- 
que a-++ż—x, on aura l'équation dù troi- 
fieme degré, cg =a +4 —3abx ou x! 
—3ab x- a 74 , dont nous favons qu une 
des racines eft x= ab, Toutes les fois 
donc qu'il fe prétente une telle équation, 
nous pouvons en afigner une racine. 


Tome I. Rr 


626 ELzLÉMENS 

Soit, par exemple ; a—2 & b=3 , on 
aura l'équation x’ —18x+-35, que nous 
favons avec certitude avoir x—$ pour ra- 
cine. ` 


738. 
Que de plus on fuppofe à préfent a’ =p 
3 3 
& b =q, on aura dyp & =V 9; 
3 
par conféquent ab— Vp 3 lors donc que 
lon rencontre une équation du troifieme 
degré de la forme x=3% Vri-tr+9s 


/ 3 
on fait qu'une des racines eft y p + V CA 


Or on peut toujours déterminer p & 9, 
3 

de maniere que tant 3V P] que p-+g foient 
des quantités égales à un nombre donné; 
ainfi on eft toujours en état de réfoudre 
une équation du troifieme degré, de lef 
pece dont nous parlons. 

Soit propofée en général l'équation x? 
frs ; il s'agira ici de comparer f'avec 
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3V P], &g avec pg; c’eft-à-dire qu'il 
rue dérerminer p & g de maniere que 
3 V9 devienne égal à f, & que pq 
devienne égal à g; car nous favons alors 
qu'une des racines de notre équation fera 


x= Ve+ Va 
740. 


Nous avons donc à réfoudre ces deug 
A : 3 : 
équations, L)3Vp9=—$f, & IL.)p+9=p. 
La premiere re j 

premiere donne Vpi=£, & pq" 


=, & 4p]=ź f>. La feconde équa- 


tion étant quarrée , donne rP+ 2pq gg 
—=gg; fi l'on en fouftrait 4pg= 


e, on 
Fa 
=g, On a PE FV EE EP k ag 
= 9 — rg — + f: pA 
g 88— zJ’, par conféquent 


g+HVg— 4f, & EER VE 
2 


2 
Rri 
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741; 
f 
Toutes les fois donc qu'on a une équa- 


tion du troifieme degré de la forme x? 


r, quels que foient les nombres 


c’eft-à-dire une quantité irrationnelle, qui 
reñferme non-feulement le figne radical 
g 
quarré, mais auffi le figne de la racine cu- 
bique; & c'eft cette formule qu'on nomme 
proprement la regle de Cardan. 
m 49 
742: 
Appliquons-la à quelques exemples, 
pour en mieux faire comprendre l'ufage. 
Soit x’ —6x+9, on aura J= & g—9 
ainfi 29 —81, f 
puis 28) 
Donc une des racines de l'équation 


pos snz 


HV: 
Vitres, 
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743- 


Soit propofée cette autre équation x” 


pese 1 
—3X-j-2 ; On aura /—3 &g—2; par con- 
féquent go —4, P= 


qui nous donne y —0; d'où il 
, ns s . 3 
s'enfuit qu'une des racines eft LV. 


Il arrive fouvent cependant que , quoi: 
qu'une telle équation ait une racine ration- 
nelle , on ne peut trouver cette racine par 
la regle dont nous nous occupons. 

Soit donnée l'équation x?=6x+40, où 
x—4 eft une des racines. Nous avons ici 


f=6 & g—=40, de plus g9—1600 & 4 
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3 — 3 ——— 

x= y 204142 +y 20—14y2 3 & 
certe quantité eft réellement = 4, quoi- 
qu'à la premiere infpeĉtion on ne s’en doute 
pas. En effet le cube de 14-y 2 étant 20 
“142, on a réciproquement la racine 
cubique de 20-1472 égale à 242; 
de même UEa —py 2; donc 
notre racine x=—=2-4}y 2j 2—y 2=4 (*). 


On pourroit objeéter à cette regle, 
qu’elle ne s'étend pas à toutes les équations 
du troifieme depré, parce que le quarré 


de x ne s’y rencontre point, c’eft-à-dire 


{*) On n’a pas pour l’extraétion de la racine cubique 
de ces binomes , des regles générales comme pour l'ex 
tra@tion de la racine quarrée ; celles que différens Auteurs 
ont données ramenent toujours à une équation mixte du 
troifieme degré femblable à la propofée. Au refte , quand 
jextraétion de la racine cubique eft poflible , la fomme 
des deux radicaux qui repréfentent Ja racine de l'équa- 
tion, devient toujours rationnelle , de forte qu'on peut 
la trouver immédiatement par la méthode indiquée à 
Farticle 722, 
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que le fecond terme manque dans l’équa- 
tion. Mais nous remarquerons que toute 
équation complete peut fe transformer en 
une autre où le fecond terme manque, 
après quoi l’on peut par conféquent appli- 
quer la regle. X 

Soit, pour le prouver, l'équation com- 
plette x? —Gxx+11x—6=—0. Si l’on prend 
ici le tiers du coefficient 6 du fecond terme, 
& qu’on fafle x—2=y, on aura 

F2, xx yy 47 44, & 
x =y +6yyi2ys8 ; par conféquent 
x =y +6yy+12y+ 8 
—6xx= —6yy—24y—24 
rix= +11Y+22 
—  6= 26 
x —6xx+iix— 6=Y? =y: 

On a donc l'équation y? —y=o , dont 
la téfolution eft manifefte, puifqu’on voit 
fur le champ qu'elle eft le produit des fac- 
teurs y(YY—1)=y(y +0 U —:)=0. 

Si l'on fait maintenant chacun de ces 
fa&teurs —=0, on a 


Rr iv 


746. 

Soit donnée à préfent l'équation géné- 
Laxx+bx 
-H , de laquelle il sagiffe d'éliminer 

le fecond terme, 
On ajoutera pour cet effet à x le tiers 
du coefficient du fecond terme, en con- 
fervant le même figne , & on écrira pour 


cette fomme une nouvelle lettre, par exem- 


ples y; de forte qu'on aura x +: vs 


1 


, d'où réfulte le calcul fuivant: 
SAR Py = : ay+5 aa, 
& x =y —ayy +5 aqy E a; 

par conféquent 
? —ayy+ y aay— 
KYY aay-}- 


by—° 


DA LSCCENRERÈE 633 


équation dans laquelle le. fecond terme 
manque, 


747. 


Nous fommes en état, moyennant cette 
transformation , de trouver les racines de 
toutes les équations du troifieme degré; 
l'exemple qui fuit en fournira une preuve, 

L'équation propofée eltt x? —6xx+-13% 
— 12 =0O: 

Il s’agit d'abord de chaffer le fecond ter- 
me ; on fera pour cet effet x—2—7, & 
on aura x=y-}2 , xx—=yy-47 4, & 
x =y +6yy+12y+8 ; donc 

# =" 67-278 
— 6xx- —6yy—24y—24 
+= Hyt 
ani o Aee —1]2 
FT Hero 
ou y” =—y+ 2. 

Si on compare cette équation avec la 

formule 3 =fx+g, ona f——+, 


p: ` 
fondent: 
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donc pp=4, & #fi——%#; de plus g2 
i=? & Vege if 


=t ; par conféquent 


2—A4V21 
ne 
, 


3 — 3— 
V'27+4-6v/21 HE Vi7—6v a ; & il 
refte à fubitituer cette valeur dans x=y 
“La. 


748. 

Nous fommes parvenus dans la folution 
de cer exemple, à une quantité double 
ment irrationnelle; mais il ne faut pas en 
conclure fur le champ que la racine eft 
irrationnelle , parce quil pourroit arriver 
par un heureux hafard , que les binomes 
27+6 Vi fufent des cubes effe&tifs; & 
cet auf ce qui a lieu ici; car le cube 


DALGERBRE. 635 

de H étant ME LG y 21 , il 
fuit que la racine cubique de 2746y 21 
etH, & que la racine cubique de 27 
—6y 21 eft 3-72. Cela fait donc que la 
r 


valeur trouvée pour y, devient y=% 


(EJH iH r Or pai 
que y=1 , nous avons x=3 pour une des 
racines de l’équation propofée , & les deux 
autres fe trouveront en divifant l'équation 


par x—3. 


x—3)x—Gxxr3x—12 (xx — 3x +4 
x —3xx 
—3xx 13x12 
—3xx— 9x 
4X—12 


AX—12 


Q. 
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V4 


7 7. Ce font les deux ra- 
4 


cines en queftion, mais elles font imagi- 
naires. 


749- 

C’elt par hafard , comme nous Pavons 
remarqué, qu'on a pu, dans l'exemple 
jue des 
binomes trouvés, & ce cas n’a lieu que 


précédent , extraire la racine cubic 


lorfque l'équation a une racine rationnelle, 
& que par conféquent on em] loie avec 
plus de facilité , pour trouver cette racine, 
les regles du Chapitre précédent. Mais 
quand aucune racine rationnelle n’a lieu, 
il weft pas poffible au contraire d'exprimer 
autrement la racine qu'on trouve, qu'er 


e, 1 
fuivant la regle de Cardan; deMforte qu'il 


eft impoñlble alors d'appliquer des ré 


tions. Par exemple, dans l'équation : 


—6x"-4, on a f=6 & g—4; de forte 


= t qu 
u fous le nom du cas ir, 
eft d'autant plus remarqua= 
qu'alors toutes les trois racines font toujours réelles, 


ne peut dans icel tas faire ufage de la formüle de 


n, qu'en liquant des méthodes d'app 
„par exemple , en la transformant enun 
M. Lambert a don 


é dans Pou 
tables part i 


e cité à Particle 40; 
i 1 trouver facilement 
les valeurs numériques des racines dés équations du troi- 
fieme degré, tant dans le cas irréduétible que dans les 
s. On peut aufi employer pour cet ufage les 
res des finus. Voyez l'Afironomie fphérigde 

it, imprimée-à Paris en! 176$. 
Au tefte il ne faut pas: chercher dans cet Ouvrage de 
M. Euler, tout ce qu'il y avoit à dire fur les réfolutions, 


7 
Toit ations, Il avoit à 


traiter encore trop d is, pour 
pefantir fur c es; mais qu'on confülte l'A 
Math ; l'Algebre de M. Clairaut, le Cours 

es derniers volumes 

des Mémoires des Académies des Sciences de Paris & 
de Berlin, on y trouvera à peu près tout ce qu’on fait 


aujourd'hui fur la réfolution des équations, 
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CHAPITRE XIII. 


De la réfolution des Equations du quatrieme 
degré, 


750. 


Lonsour la plus haute puiffance de la 
quantité x monte au quatrieme degré , on 
a des équations du quatrieme degré, & la 
formule générale en eft 

x" ax? —+-bxx ex d=0. 


Nous confdérerons en premier lieu les 


équations du quatrieme degré pures , dont 
la formule eft fimplement x* =f, & dont 
on trouve auffi-tôt la racine en prenant de 
part & d’autre la racine bi-quarrée, puif 


Y a 
qu'on obtient x= V Je 


751. 

Comme x“ eft le quarré de xx, on fe fa- 
cilite beaucoup le calcul en commençant 
par extraire la racine quarrée ; car on aura 
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alors xx= vf: & prenant enfuite de nou- 
veau la racine quarrée, on a = Vh 


de forte que Vf wet autre chofe que la 
racine quarrée de la racine quarrée de f: 

Si on avoit, par exemple , l'équation 
x*—2401 , On auroit d’abord xx=49 , & 
après cela x=7. 


752. 

Il eft vrai que voilà feulement une ra- 
cine, & cependant puifqu'on trouve tou- 
jours trois racines cubiques , il neft pas 
douteux que quatre racines nedoiventavoir 
lieu ici; mais remarquons que la méthode 
indiquée ne laiffe pas de donner en effet 
ces quatre racines. Car dans l'exemple ci- 
deffus on a non-feulement x—49, mais 
aufi x==—49; or la premiere valeur donne 
les deux racines x=7 & x=—y7, & la 
feconde valeur donne x=y—49=7 =T 
1. Et voilà 
les quatre racines quarré-quarrées de 24or. 
Il en feroit de même à l'égard d’autres 
nombres. 


& x= y — 497 
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753- 

Après ces équations pures viennent dans 
l'ordre celles où le fecond & le quatrieme 
terme manquent, & qui ont la forme x* 
+ fxxLo—o. Elles font réfolubles, fui- 
vant la regle, pour les équations du fe- 
cond degré; car fi l’on fait xx—7y, on a 

Hg, où yy=—fy —8; d'où 
l'on tire 

I= Vs" 
or xx —y ; anli x—+ 
les fignes doubles + indiquent toutes les 
quatre racines. 

7.5 4. 

Mais fi l'équation contient tous les termes 
poflibles, on peut toujours la regarder 
comme le produit de quatre faéteurs. En 
effet fi l’on multiplie entr'eux ces quatre 
faéteurs, (x—p}(x—q)(x—7)(x—/f), 
on trouve le produit x*—4(p+-924r#f) 
a +(pa-tpr+pf+gr+ aff) xx (pgr 


+ 
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Frp + gr) x + par, & cette formule 
ne peut devenir égale à o; que lorfqu'un 
de ces quatre faéteurs et =o. Or cela 
peut arriver en quatre manieres::1.) quand 
x=p , Il.) quand x=7 , IH.) quand x=, 
IV.) quand x =f} & ce font-là par con- 
féquent les quatre racines de l'équation. 


755$. 

Si nous confidérons cette formule avec 
quelque attention, nous remarquons, dans 
le fecond terme , la fomme des quatre ra= 
cines, multipliée par — x’; dans le troi- 
lieme rerme , la fomme de tous les produits 

>ffibles de deux raci Tem 
pofñbles de deux racines, multpliée par 
xx ; dans le quatrieme terme , la fomme 


pr AS SUR CARI i 
des prodi des racines multipliées trois 


ts 
à trois, multipliée par —x; enfin dans le 


cinquieme terme , le produit de toutes les 
quatre racines multipliées enfemble. 
756. 
Comme le dernier rérme contient le 
produit de toutes les racines, il eft clair 
Tome 1, Ss 
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qu'une telle équation du quatrieme degré 
ne peut avoir une racine rationnelle, qui 
ne foit en même temps un divifeur du der- 
nier terme. Ce principe fournit donc un 
moyen facile de déterminer toutes les ra- 
cines rationnelles, lorfqu'il y en a; puif- 
qu'on n'a qu'à fubftituer fucceflivement à 
x tous les divifeurs du dernier terme , juf- 
qu'à ce qu'on en trouve un qui farisfafle à 
l'équation; car ayant trouvé une telle ra- 
cine; par exemple, x=p , on n'a qu'à di- 
viler l'équation par #=—p; après avoir porté 
tous les termes du même côté, & fuppofer 
enfuite le quotient —0; on obriendra une 
équation du troifieme degré, qu'on pourra 


réfoudre par les regles données ci-deflus, 


757- 


Or il eft abfolument néceffaire pour cela 
que tous les termes confiftent en des nom- 
bres entiers, & que le premier m'ait que 
l'unité pour coefficient; toutes les fois donc 
que quelques termes renferment des frac- 
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tions , il faudra commencer par éliminer ces 
fraëtions, & c’eft ce qu’on peut toujours 
faire en fubftituant, au lieu de x, la quan- 
tité y, divifée par un nombre qui renferme 
tous les dénominateurs de ces fraétions. 

Par exemple, fi l’on a l'équation x*—2 
xxx ix Lio, comme on y 
rencontre des fraétions qui ont pour dé- 
nominateurs 2, 3 & des puiflances de ces 


PES LANCER 
nombres, on fuppofera x=}, & on aura 


o, équa- 


tion, qui multipliée par 6t devient y*—3y" 
+izyy—i62y4+72=0. 
sas > 

Si l’on vouloit chercher maintenant fi 
cette équation a des racines rationnelles, 
il faudroit écrire à la place de y fuccef- 
fivement les divifeurs de 72 , afin de voir 
dans quels cas la formule fe réduiroit réel- 
lement à o. 
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758. 

Mais comme les racines peuvent être 
aufli bien pofitives que négatives, il fau- 
droitavec chaque divifeur faire deux effais, 
Pun en fuppofi ant ce divifeur pofitif, l’autre 
en le regardant comme négatif; éépéndañe 
une nouvelle remarque en den fou- 
vent (*). Toutes les fois que les fignes +- 
& — fe fuivent réguliérement, l'équation 
a autant de racines pofitives, qu'il y a de 
changemens dans les fignes; & autant de 
fois que les mêmes fignes reviennent fans 
interruption, autant l'équation a de racines 

tives. Or notre exemple contient qua- 
tre changemens de fignes & aucune fuccef- 
fion; ainf toutes les racines font pofitives, 
& on n’a pas befoin de prendre aucun des 

divifeurs du dernier terme en moins. 
regle eft générale pour les équations de 
, pourvu qu'il n'y ait p de racines 

s ; les François l'attribuent à D 


lois à Harriot; mais M. l'Abbé de Gua eft le pre- 


en ait donné une énérale. Voyez 


de l'Académie des Sciences de Paris , Our 1741y 
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759. 
Soit donnée l'équation x 
—38x+12—0. 
s 5 
; Nous voyons ici deux changemens de 
fignes, mais aufi deux fucceflions ; d'où 


nous concluons avec certitude, que cette 


équation contient deux racines pofitives & 


autant de racines négatives, qui doivent 
toutes être des divifeurs du nombre 12, 
Or ces di ifer Pe r 

r cesidivifeürs font 1,2, 3, 4,6, 12; 
qu'on eflaye donc d’abord x=#-r,. on 
parviendra réellement à o; donc une des 
racines eft x=—17. 


Si l’on fait enfuite-x—1 , On trouve 


12 —7 +82 = 12 ; ainf 
—=—1 neft pas une des racines, Qu'on 
fafle après cela x =>, on trouve de nou- 
veau la formule =o, & par confé équent , 
pour.une des racines 4 x=2; mais y=—— z 
au contraire ne fe trouve pas être une ra- 
ci Vel 3 2h a fin jl pui 
ine. Lorfqu'on fait enfuite x=—3, on a 
Bi- 54—63 —24F12=60 , c'eft-à dire 


Ss iij 
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que cette fuppoñition ne fatisfait pas; au 
lieu que x===3, donnant 81—54 —63 
r420, eft évidemment une des 
racines quon cherche. Enfin , quand on 
aura effayé x=— 4, on verra pareille- 
ment l'équation fe réduire à zéro ; de forte 
donc que toutes les quatre racines font 
rationnelles, & ont les valeurs fuivantes: 
, I)x=2, I)x=—3 ; IV.) 
— 1; & conformément à la regle don- 
née ci-deflus , deux de ces racines font po- 
fitives , & les deux autres font négatives. 


760. 


Mais aucune racine ne pouvant être dé- 
terminée par cette voie, lorfque les ra- 
cines font toûtes irrationnelles, il a fallu 
fonger à des expédiens pour exprimer les 
racines dans ce cas. On y a réufli au point 
qu’on a découvert deux routes différentes 
pour parvenir à la connoiflance dé fem- 
blables racines, quelle que foit la nature 
de l'équation du quatrieme degré. 
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Il fera bon, avant que -d'expliquer ces 

méthodes générales, que nous donnions 

les folurions de quelques cas particuliers, 

lefquelles.peuvent fouvent s'appliquer très- 
utilement. 


761. 


Lorfque l’équation eft de nature, que 
les coefficiens des termes fe fuivent de la 
même maniere, tant dans l'ordre direct 
des termes, que dans l’ordre rétrograde, 
comme il arrive dans l'équation fuivan- 
rent): 

xme -nxx mxs- =o, 
ou dans cette autre équation qui eft plus 
générale : 

(*) On peut nommer ces équations réciproques, parce 
qu'elles ne changent point en y mettant © à la place de 
x. Il fuit de cette propriété que fi u, par exemple, eft 
une des racines, + en fera une auffi; c’eft la raifon pour- 
quoi ces fortes d'équations peuvent-fe réduire à-d s 
équations, dont le degré eft plus petit de la moitié 
de Moivre donne dans fes Mifcellanca analyti 
des formules générales pour la réduétion de ces fortes 
d'équations, de quelque degré qu’elles foient. 

T queig gre q 
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2° max E naaxx ma s 

On peut toujours res 
mule comme le produit de deux faéteurs, 
qui {ont des formules du fecond degré , & 
qu'on réfout facilement. En effet , qu'on 
repréfente cette derniere équation par le 
produit (xx-}-pax-}-aa) (xx+-gax aa) 
0, où il s'agifle de déterminer p & q 
H 


de maniere qu'on obtienne l'équation fuf- 


dite, on trouvera, en effeétuant la multi- 
picaisn, (pag has Crta) 
aaxx-(p+-q)a xF ao; & pour 
que cette équation. foit la même que la 
précédente, il faut 1°. que ptq—m, 
2° que pg2n, & par conféquen 
que pg=r 

Maintenant, quarrant la premiere de ces 
égalités, on a PP 2P9 +q —mm ; fi on 
fouflrait de ceci la feconde , prife quatre 
fois, où 4pg—4n—8 , il refte PP—2pq 
-gg=mm—A4n #8 ; & prenant la racine 


quarrée, on trouvé p—q=y nm yn+8. 
Or p+g=m ; on aura donc par l'addition, 
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2p=mt+ Vnm=ants , ou DAN cuia 


? 


& par la fouft aétion, E enr 
ou gark + Ayant donc trouvé 
P & q, on n'a plus qu'à fuppofer chaque 
faëteur —0; afin de déterminer les valeurs 
de x: le premier donne x+x4-pax-aa 
-pax— aa , d'où l’on tire 

Sn 


=— En & ce e les 
quatre racines de l'équation propofée. 


762. 


Pour rendre cet article plus-clair, foit 
donnée l'équation x°— 4x — 3%x— 4x 
Hio: Nous avons ici a=1 n= 
n=—3 ; par conféquent m7 47} 

& la racine quarrée de cette quanti 

donc p——* 

de-là réfultent les quatre racines I.) & IL.) 
X—=—2+: 3=— 2 ; & I.) 


2—2 
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& IV) =i + ai, c'eftà-de 
que les quatre racines de l'équation pro. 
pofée font: 

Lx vs, ye rt, 


Il) x IV)x 52, 


z 

Les deux premieres de ces racines font 
imaginaires ou impofhbles ; mais les deux 
dernieres font poflibles:; ` puifqu'on peut 
indiquer ya auf exaftement qu'on le 
fouhaite ; en exprimant cette racine par 
des fraétions décimales. En effet, 21 étant 
autant que 21,00000000 , On n'a qu’à tirer 
la racine quarrée , comme il fuit; 


21/o0loolo0[00/00|4,5825 


9162/23600 

(18324 
01645[;27600 
458225 


693755 
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Puis donc que V 21=4,5325 , la troi- 
fieme racine approche d'aflez près x 
= 4,7912, & la quatrieme , x—0,2087; 
& il eùt été facile de déterminer ces ra- 
cines avec encore plus de précifion. 
Remarquons que la quatrieme racine 
étant à très-peu près ou+, cette valeur 
fatisfera déjà affez exaétement à l'équation; 
en effer, fi l'on fait x—* 
+1; onauroit dûtrou- 


> On trouve = 
635 


ver o, mais la différence, comme on voit, 
weft pas grande. 


763: 


Le fecond cas où une réfolution fem: 
blable a lieu, eft le même que le premier 
quant aux coefficiens | mais il en differe 
dans les fignes ; car nous fappoferons que 
le fecond & lequatrieme termes ayent des 
fignes différens ; une telle équation eft 
donc, par exemple: 

2 Emax naars ma x Ea =o, 
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qui peut être repréfentée. par le produit ; 
(xx +-pax—aa) (xx qax—aai) =o. 

Car la multiplication réelle de ces fatteurs 

donne 

xF (p+9)ax? +(pg—2) aaxx—(p+9) 

a xa*, 

quantité qui eft égale à la formule pro- 

poče, fi on fuppofe en premier lieu pq 

=m, & en fecond lieu py—2—#, ou 

Pg= 2; parce que de cette façon les 

quatriemes termes deviennent 

mên Qu'on quarre, comme cideflus, 

la premiere équation, on aura pp 2pq 

ch gg=—=mm; qu'on fouftraye de celle-ci 

la feconde prife quatre fois, ou 4pg=4n 

+8, il reftéra pp—2pq F gq =mm 
; la racine quarrée eft p— g 
SES , & de-là on obtient p 


S gr jme Vmms Avane 
1 2 # 


z 
donc trouvé p.& q, on connoitra par le 


premier faéteur les deux racines x=—+ 


patża Vep} 4 > & parle fecond faéteur 
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: Fe Rs à RD En 
les deux racines x ——? qa+tlay/gg+4, 
c'eft-à-dire qu'on aura les quatre racines 
de l'équation propofée. 


764. 

Soit donnée l'équation x*— 3,2 3° 
.8x-16—0, nous 
&n=o; aini Wmm—yqn—8$—1, & par 
conféquent 

P= = —1, & (== =n, 
Donc les deux premieres racines font x 
En Vs , & les deux dernieres font x 
=2+y 8; moyennant quoi les quatre ra- 
cines cherchées feront: L) x=1-4y 5, 
Myr V s; Mjes IV.) x 
==21— y 8. Par conféquent les quatre'fac- 
teurs de notre équation feront (x—1 —y 5) 
GHV 5) 2/8) (a8), 
& leur multiplication effeétive produit réel- 
lement cette équation; car les deux pre- 


miers étant multipliés entreux , donnent 
xx—2ıx—4 , & les deux autres donnent 
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xx—4x—4; or ces deux produits multi- 
pliés pareillement l’un par lautre , font x* 
— 6% 24x16, ce qui eft précifément 
l'équation propofée. 


CHAPRPTIFRE GKI V 


De la Regle de BomgELL , pour réduire 
la réfolution des Equations du quatrieme 
degré à celle des Equations du troifieme 
degré, 


765. 
Nous avons fait voir plus haut, com- 
ment-on réfout , par la regle de Cardan, 
les'équations du troifieme degré ; ainfi tout 
confifte principalement, pour les équa- 
tions du quatrieme, à en réduire la réfo- 
lution à celle des équations du troifieme 
degré. C’eft qu'il n’eft pas poffible de ré- 
foudre généralement les équations du qua- 
trieme degré fans le fecours dé celles du 
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troifieme, vu qu'ayant même déterminé 
une des racines, les autres ne laiffent pas 
de dépendre d’une équation du troifieme 
degré. Et on peut conclure de-là quau 
les équations de dimenfions plus hautes, 
préluppofent la réfolution de toutes les 
équations de degrés inférieurs. 


766. 


Or il y a déjà quelques fiecles qu'un 
Italien, nommé Bombelli, a donné une 
regle pour cela, que nous nous propofons 
d'expliquer dans ce Chapitre (*). 

Soit donnée l'équation générale du qua- 
trieme degré, Abax Hbxx ext d 
=o, où les lettres a, b, c, d fignifient 
tous les nombres imaginables. Qu'on fup- 
pofe maintenant que cette équation foit la 
même que celle-ci, Cex ax tp} 
—(gx+#r)} =o; oùil s’agifle de déter- 

(*) Cette méthode appartient plutôt à Louis Ferrari, On 


hi nomme improprement la regle de Bombelli , ainfi qu'on 
attribue à Cardan la méthode imäginée par Scipion Ferren, 
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miner les lettres p, g & 7, de maniere quon 
obtienne l'équation propofée. Si on range 
la nouvelle: équation , on aura ; 

2° + ax Haax x apx+-pp 

F 2pXX—2qrx —7r7r 

ee gqxx. 
Or les deux premiers termes font ici déjà 
les mêmes que dans l'équation donnée ; le 
troïifieme terme exige qu’on fafle Faa-|-2p 
—9g=—=b, ce qui donne gg=>#aat2ip 
— Bb; le quatrieme terme indique qu'on 
doit faire ap—2qr—c, Où 2gr—ape; 
enfin on a pour le dernier terme pp—rr 
=d, ou #r—pp—d. Voilà donc trois équa- 
tions qui doivent donner les valeurs de 
P g&n 6 

767. 

La maniere la plus facile d'en tirer ces 
valeurs eft la fuivante : qu'on prenne la pre- 
miere équation quatre fois, on aura 499 
aa8p— 4b; cette équation multipliée 
par la derniere, rr=pp—d, donne 

47927 
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49977 8p? + (aa — 4b) pp—Sdp—d 
(aa— 4b). 

Si de plus on quarre la feconde équation, 
ön aura 49977 0app— 1 acp-cê, Ainfi 
nous avons pour 4ggrr deux valeurs qu'on 
peut égaler entr’elles, ce qui fournit l’équa- 
tion 8p- (aa— 40) pp—8 ip—d (aa—4b} 
app racp--cc, ou, en portant tous 
les termes d’un même côté > 8P —4bpp 
FHac—8d)p—aadt-4bd—cc—o > équa- 
tion du troifieme degré, qui donnera tou- 


jours la valeur de P par les regles expofées 
plus haut. 
768. 


Ayant donc déterminé les trois valeurs 
de p par les données a,b,c, d, ce qui 
ne demande que d’avoir trouvé une feule 
de ces valeurs > On aura auffi les valeurs 
des deux autres lettres g&r; carla prez 


miere équation donnera q= zaa Š 


& la feconde donne re Orcestrois 


valeurs étant déterminées pour chaque cas 
Tome 1. Tet 
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donné, voici comment on pourra trouver 
enfin les quatre racines de l'équation pro- 
pofée : | ne 
Cette équation ayant été réduite a 14 
forme (xx+5axp} — (qxr =o; 
on aura (xx-a xA py = (qx+ 7y a 
& en urantlaracine, xx4+ax4 p =q 
Ay, ou bien xx MEA LE EE 
La premiere équation donne xx=(q— 39) 
x—p-}7, d’où l’on peut avoir deux raci- 
nes; & la feconde équation , à laquelle on 
peut donner la forme xx= (5 a) 
x—p—r, fournira les deux autres racines. 


769. 


Eclairciffons cette regle par un exemple, 

z fuppofons donnée l'équation x’ — 10%? 
ysxx—çox-|24—0. Si nous la com- 
parons avec notre formule générale, nous 
avons a=—10, b=3 5 , C—=—5$0» d=214% 
& par conféquent l'équation qui doit donner 


la valeur de p eft 8p—140pp4+808p 
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—1$40—0, où 2P —3 $pp202p—38% 
=o, Les divifeurs du dernier terme font 
1,57 11, &c. Le premier 1 ne fatit 
fait pas; mais en faifant p—ş , on trouve 
250—875#-1010—38;—0, en forte que 
p=5. Si on fuppofe de plus p=7, on 
trouve 686—171$+-1414— 385 =0, 
marque que p—7 eft la feconde racine. 
Il refte à trouver la troifieme racine: qu'on 
divife donc l'équation par 2, pour avoir 
P—Epp+ioip— 35 —0, & qu’on con- 
fidere que le coefficient du fecond terme, 
oui, étant la fomme de toutes les trois 
racines , & les deux premieres faifant en- 
femble 12, la troifieme doit néceflaire- 
ment être =. 

Nous connoïffons par conféquent les 
trois racines en queftion. Mais remarquons 
qu'une feule eût fufñ , parce que chacune 
donne également les quatre racines de 
notre équation du quatrieme degré. 


Ttij 
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779. 

Pour le prouver, foit d’abord p= 5 s 
nous aurons g= V2; +io—3s =o & 
r=— 2—2, Or rien n'étant déterminé 
par-là , prenons la troïfieme équation rr 
=pp—d=1$—24—1 , de forte que 7=1; 
nos deux équations du fecond degré feront: 

L)xx=sx—4, IL)xx— 5x —6. 

La premiere donne les deux racines x 
= +y, ou =i, Ceft-à-dire x=4 


(et A 


La feconde équation donne x=} + y: 


4 

=, c'eft-à-dire, x—3 & x—2. 
Mais fuppofons maintenant p—7 , nous 

aurons qg = V25 14—35 E a 


70450 


—2#%=—5, d'où réfultent les deux 
équations du fecond degré, Í. )xx=7% 
—12, IL)xx=3x—2; la premiere donne 


#—1+VE, ou x=, ainfi x—4 & x 
—3; la feconde fournit la racine x=—? 
+y i =H, & par conféquent x=2; & 
a 4 
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#1 ; de forte que par certe feconde fup- 
pofition on trouve les mêmes quatre ra~ 
cines que par la premiere, 

Enfin les mêmes racines fe trouvent , par 
la troifieme valeur de P, =". Carona 


dans ce cas q=yV 2541 SE 
—? ; & par-là les deux équa- 

tions du fecond degré, 

L)xx 6x8, IL)xx— 4x — 3. 

On tire de la premiere, x— s; vi , c'eft- 

à-dire, x—4 & x—2 ; & de la feconde, 

x—2+V1, c'eftè-dire, x=3 & x=1, 

ce qui forme encore les quatre racines trou- 

vées ci-devant. 


771. 


Soit propofée cette autre équation, x° 
=—16%—12—=0, dans laquelle a—=0, 
b=, c=—16, d= rz. Notre équa- 
tion du troifieme degré fera, Sp Fg6p 
—256=0, Où p’ -Hi2p—3z=0, & on 
peut rendre cette équation encore plus fim- 
ple, en faifant p==2t; car on a alors 8z? 


Ti 
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24320, ou t H3r— 40. Les 
divifeurs du dernier terme font 1, 2, 4 
Une des racines fe trouve être 1 ; donc 
= q=Vi=2 Aee r=źŹ=4 Par 
conféquent les deux équations du fecond 
degré font x. x-2, & xx——2x—6, 
& elles fourniffent les racines x—1+ÿ3 
& x——1+ ve E 


772. 

Nous tâcherons de rendre encore plus 
familiere la réfolution dont nous parlons, 
en la répétant toute entiere dans lexem- 
ple fuivant: 

On a l'équation x*—6x?Ær2xx—12x 
-H 4=0, qui doit être contenue dans la 
formule (xx—3xp)t—(gx#r) =0, 
dans la premiere partie de laquelle on a 


mis —3x, parce que —3 ‘eft la moitié 
du coefficient —6 du fecond terme de 
l'équation propofée. Cette formule étant 
développée, donne x*—6x -+ (2p+9 
iqq) xx— (6p zgr) x-4 pp—rr=o; à 
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čomparer avec notre équation, & il en 
réfulte les égalités fuivantes : 
L)2p+9—gg=12 , IL)6p+-2gr—12, 
IL)pp—rr=4. La premiere donne, gg 
==2p—3 ; la feconde, 2gr—12—-6p, ou 
gr=6—3p; la troifieme, z =pp— de 
Multipliant rr par gg, on a ggrr=2 p 
— 3pp— 8p+123, & d'un autre côté, fi 
on quatre la valeur de gr, on a ggrr=36 
—36p+-opp; ainfi nous avons l'équation 
3 p. —0p. 4 
2p’ —3ppP—8p+12=9pp—36p+-36 ; ou 
2p'—12pp 428p —24=0; où p'—6pp 
-H1r4p—12=0 , dont une des racines eft 
SEA 4 CS RER KES 
p=}; & il s'enfuit que gg=1 , g=1 & 
gr=r=o. Donc notre équation fera (xx 
x, & la racine quarrée en 
fera xx—3x2 
figne fupérieur, on a xx—4x—2; & en 
admettant le figne inférieur, on obtientxx 


Si on adopte le 


=2x—2 , d'où fe tirent les quatre racines 


x—1+V2, & Hyi. 
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mm mn re ER, 


GEHANPMP TERME EE. 


D'une nouvelle méthode de réfoudre les 
Equations du quatrieme degré, 


773: 


Nos avons vu comment, par la regle 
de Bombelli, on réfout les équations du 
quatrieme degré par le moyen d’une équa- 
tion du troifieme degré; mais on a trouvé, 
depuis l'invention de cette regle , une autre 
voie pour parvenir à certe réfolution ; & 
comme cette méthode eft tout-à-fait dif- 


férente de la premiere , elle mérite d’être 
expliquée féparément (*). 


774. 


On fuppofe que la racine d’une équa- 
tion du quatrieme degré a la forme x=yp 
(*) La méthode dont il va être queftion, appartient 


à M. Euler lui-même. -Il l'a expofée dans le fixieme vo- 
lume des anciens Commentaires de Pétersbourg. 
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var, où les lettres p, q, r figni- 
fient les racines d’une équation du troifieme 
degré, 7° —frz+8z—4=o; en forte que 
PHE, pp, & pgr=h. 
Cela pofé, on quarre la formule adoptée, 
y= Ve+tVa+vyr, & on a xx=p Fg 
ya y pgz prẹ-zy grs & puifque 
PHIS, on a xe—fay potay pr 
-}2y gr; on prend de nouveau les quarrés, 
& on trouve x*— zfxx +- ff = 4pq+-4pr 
ag FSV Ppr SV pagr +8 v prr: Or 
4pq4-4pr-+49r=4g » ainfi l'équation de- 
vient x*— afxx ff 498 V pgr. (V p 
HV VD: mais Votre, 
& pgr=h, ou Vpgr=v/h; donc on par- 
vient à l'équation du quatrieme degré x* 
—2fxx —8x yh +ff—4g=o , dont une 
des racines eft furement x=y p4 Va 
+y, & où p, q & r font les racines de 
l'équation du troifieme degré , 7° =z 


+g —h=0. 


RE 


L'équation du quatrieme degré, à la- 
quelle nous fommes parvenus, peut être 
regardée comme générale , qùoique le fe- 
cond terme x’ y manque; car nous ferons 
voir plus bas qu'une équation complette 
quelconque peut être transformée en une 
autre où le fecond terme foit ôté. 

Soit donc propofée l'équation x* —axx 
—bx— ceo; poun enidéterminer une ra- 
cine. Nous la comparerons avec la for- 
mule trouvée, afin de parvenir aux valeurs 


def, g & h; il faut 1°. que 2f=a, & 
a bbo 


. que 8 y 4==h, ainfi A=} 
f 849 


4g=— c, OÙ 4940 
4g; par conféquent que =k 
aa 
776. 
Puis donc que l'équation x* —axx—bx 
0, donne les’ valeurs des lettres f, 
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i 1 1 
Hic, & Ag bb, ou yh=żb, on for- 
mera de ces valeurs l'équation du troifieme 
T D Æ aip dr z 
degré z — figh gr =o, pour en cher 
cher les trois racines par la regle connue. 
Et fi Pon fuppofe ces racines, L)7=—»p, 
1L)2=9, IL)7=r, il faut qu'une des ra- 

4e ; q 

cines de notre équation du quatrieme degré 


foit *=Vp+ V+ vyr 
777: 


Il femble d’abord que cette méthode ne 
fournit qu'une feule des racines de l'équa- 
tion propofée; mais fi on réfléchit que cha- 
que figne peut être pris, tant négati- 
vement que pofitivement, on fentira fur 
le champ que cette formule contient même 
toutes les quatre racines. 

Il ya plus, fi on vouloit admettre tous 
les changemens poññbles des fignes , on 
auroit huit valeurs différentes pour x, & 
cependant quatre feulement peuvent avoir 
lieu. Mais remarquons que le produit de 


ces trois termes, qui eft V/pgr; doit être 
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égal à VAE, & que fiz b eft pouf, 
le produit des termes Vp , Va & 
doit pareillement être pofitif, de forte que 
les variations admifhbles fe réduifent aux 
quatre qui fuivent: 
L) x= Vev” 
I.) Rss Vp—Va-vr; 
UL) s=—vV pV 1v r, 
IV.) x=— yV p—y 44v r 
De même, quand $ eft négatif, on a 
fimplement les quatre valeurs de x que 
voici : 


L) x= Vptvg-vr, 
I) s= Vp—vVi+vr 
IL) s=—V pły avr 


IV.) x= y py qv. re 


Cette remarque nous met en état de dé- 
terminer les quatre racines dans tous les 
cas; l'exemple fuivant le fera voir. 
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778. 


Soit propofée l'équation du quatrieme 
degré x*=—2$xx--60x—36—0, dans 
laquelle le fecond terme manque. Si nous 
la comparons avec la formule générale, 
nous avons a=25 , b——60 & c—36, 
& après cela (=, g—% to, & 


RIDE TO? 


225 
=; 3 moyennant-quoi notre équation 


du troïifieme degré devient: 
197 re E 
Pour chaffer d'abord les fraétions, fai- 

a u 25 u° 

P nous Pega 2 T6 
S — a —0, & en multipliant par le plus 
grand dénominateur, w — jouvu-4-769u 
—3600—0. Il faut déterminer les trois 
racines.de cette équation ; elles fe trouvent 


toutes trois pofitives ; Pune d'elles et v=o, 


{fons z= 


& en divifant l'équation par uv—ọ, on 
trouve la nouvelle équation uu—41u+400 
= ou HE ir 400 ; qui donne « 


+ ve ses 


#2; de forte que les 
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trois racines font u=9 ,u—16, & u—25. 
Par conféquent 
9 PES 25 
D, =, MSF 
Et voilà donc les valeurs des lettres p, 
q&r, c’eft-à-dire que p=? , q=4, 7 
—%, Maintenant, fi nous faifons atten- 


; NE RTS RU RES 
tion que Vrar= VS, & qu'ainfi 
cette valeur =$ éft négative, il nous 
faudra, pour nous conformer à ce qui a 
éré dit à l'égard des fignes des racines VB 
Va & Vr, prendre tous ces trois radicaux 


ou n'en prendre qu'un feul en 


en moins , 
moins; & par conféquent , comme y p 


É HA y= & Vr=i, les quatre ra- 


cines de l'équation propofée fe trouvent 
être: 
Da 
SEEN 

UL)x= #24 

IV.) x=—żŻ EERE 
De ces racines réfultent les quatre facteurs s 

(ai (2) (a 3) 6) 
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Les deux premiers, multipliés enfemble, 
donnent xx—3x--2; le produit des deux 
derniers et xx—-3x—18, & en multi- 
pliant ces deux produits l'un par l’autre, 
on trouve exaétement l'équation propofée. 


779: 


IL nous refte à faire voir comment’ une 
équation du quatrieme degré , dans laquelle 
le fecond terme fe trouve , peut être tranf- 
formée en une autre où ce terme manque. 
Nous donnerons pour cet effet la regle fui- 
vante. 

Soit propofée l'équation générale y 
ay’ +byy+-cy+-d=0. Qu'on ajoute à 
y la quatrieme partie du coefficient du 
fecond terme, ou bien $a, & qu'on écrive 
à la place de la fomme une nouvelle lettre 
x, de façon que sn mer à & par con- 
féquent, y =x g on aura yy—=xx— + 
axta, y 


a, & enfin ce qui fuit: 


be EE 
g XX ax — 


ELzÉMENS 
a +aaxe art et 
ay = +Hax/—aaxx+ ax a 
+byy= tixs —<abx + aab 
+ cy= Hcx —7ac 
+ d = + d 
x4 o haass tyas — Hat 
+bxx —4abx +-aab 
Lex —+ac 
+ d 
On a donc à préfent une équation, dans 
laquelle le fecond terme eft ôté, & à la- 
quelle rien n'empêche d'appliquer la regle 
donnée , pour en déterminer les quatre ra- 
cines. Après quoi ces valeurs de x étant 
trouvées, on déterminera facilement celles 


de y, puifque y=x —} a 
780. 


„Voilà où.on eft parvenu jufqu'àpréfent 
dans la réfoluriondes équationsalgébriques; 
c’eftinutilement qu'on s'eft donné beaucoup 
de peines pour réfoudre de la même ma- 
niere les équations du cinquieme degré & 

« de 
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de dimenfons plus élevées , ou pour les 
réduire du moins à des degrés inférieurs ; 
de forte qu’on n’eft pas en état de donner 
des regles générales pour trouver les ra- 
cines des équations qui paffent le quatrieme 
degré. 

, 

Tout ce qu’on a eu de fuccès ne s'étend 

s r Ke Se 
qu'a des cas très-particuliers ; le principal 
de ces cas eft celui où une racine ration- 
nelle a lieu; car on la trouve facilement 
par la méthode des divifeurs, parce qu’on 
fait qu'une telle racine doit toujours être 
faéteur du dernier terme ; le procédé , au 
refte , eft le même que celui que nous avons 
enfeigné pour les équations du troifieme & 
du quatrieme degré. 


781. 


Il fera cependant néceffaire d'appliquer 
encore la regle de Bombelli auffi à une 
équation qui wait point de racines ration- 
nelles. 

1, Soit donnée l'équation y*—8y+-14yy 
Tome 1, Vv 
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+4y—8 =o. Íl faudra commencer pa? 
retrancher le fecond terme , en ajoutant le 
quart de fon coefficient à y, en fuppofant 
—x, & en fubftituant dans l'équa- 

tion, au lieu de y fa nouvelle valeur x+2, 
au lieu de yy la valeur xx+-4x+-4, & 
au lieu de y? la valeur x +6xx+12x 
+8. Et faifant de même à l'égard de y*, 
on aura: 

yix + 8x +24x%X+32X +16 
— 8y — 8x) 48xx 96x64 
1499 HTAXA AS 6% 456 
#47 + A4XY 
— 8 


xt o —10xx— 4%+ 
Cette équation étant comparée avec 
notre formule générale, donne «—10, 
—8 ; d’où nous concluons que 

f= g= 
produit V'pgr fera pofitif; & que c'eft de 
i SE LS elle 
l'équation du troifieme degré 7 -sut 
7—!=—0, qu'il faut chercher les trois ra- 

4 
cines p, Jy T. 
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782. 


Retranchons d’abord les fra&tions:de cette 
équation. Si nous faifons z=}, nous avons, 
après avoir multiplié par 8, l'équation 2? 
—1Ouu=17u— 20, où toutes les ra- 
cines font pofitives. Or les divifeurs du 
dernier terme font 1 & 2 ; fi nous effayons 
Par u—1, nous trouvons 1—10%#17—2 
=ó; ainf l'équation ne fe réduit pas à 
zéro; mais en eflayant par u—2, nous 
trouvons 8—40-34—2=—0, ce qui fa- 
tisfait à l'équation, & donne à connoître 
que —2 eft une des racines. Les deux 
autres fe trouveront en divifant par u—2, 
comme de coutume; le quotient vu — 8u 
+10 donne uu=8u—1, &u—4+ Vi je 


Et puifque 7 =, les trois racines de l'é- 
quation du troifieme degré font, z= 


=i, N) g=, Mra 


Vvj 
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783. 

Ayant ‘donc déterminé p, g, 7, nous 
avons aufi leurs racines quarrées, favoir: 
ge — V8 Pr TE 
Vp=r, y =E, kyr = F. 

Mais nous avons vu plus haut, (675; 
676), que la racine quarrée de atyb, 
quand Va —b—c, s'exprime par yatyb 
aaa. PERTE 
=V VE ainfi, comme dans notre 
cas amg & b—2 15 , & que par 
conféquent b=—=60 & c=—2", nous avons 
Vas s, & VS av 
=y$ —V3: 

Or nous avons maintenant y p= 1; 
Va, & vr= 2; donc, puif 
que nous favons aufi que le produit de 
ces quantités eft poñtif, les quatre valeurs 
de x feront celles-ci: 


L)x=v pq rx 
15» 

IL)x=vp yq yr=r aA 
IV j»; 
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I)a =V piv gV r=- VSHV3V5 ENS 
=—iy3 , 

IV.) y pv] +yr=-1— KSKE? 
=y 3. 

Enfin, comme nous avions y=x-} 2, 
les quatre racines de l'équation propofée 
font: 

L y=- 5 Paisa i +3 d 
1L)y=3—vs, pis. 


meee eee e 


G H A: P:LTAR EX VT: 


De la réfolution des Equations par des 
approximations, 


784. 


LES les racines d’une équation ne 

font pas rationnelles, foit qu’on puifle les 

exprimer par des quantités radicales, foit 

qu’on n'ait pas même cette reflource, com- 

me c’eft le cas pour les équations qui paffent 

le quatrieme degré, on eft obligé de fe 
Vv ij 
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contenter de déterminer leurs valeurs par 
des approximations, c’eft-à-dire par dés 
voies qui font qu'on approche: toujours 
davantage de la vraie valeur, jufqu'à ce 
que l'erreur puifle être cenfée nulle. On a 
propofé différentes méthodes de cette ef 
nous allons détailler les principales. 


Q 
705. 
premier moyen dont nous parlerons , 
fuppofe qu'on ait déjà déterminé affez exac- 
tement la valeur d’une racine (#); qu'on 
fache, par exemple, qu'une telle valeur 


furpafle 4, & qu’elle eft plus petite que s. 
Dans ce cas, fi l'on fuppofe cette valeur 
=4-}p , on eft sûr que p exprime une 
ra&tion. Or fi p eft une fraëtion ar 
fra& Or fi p eft fra&ion, & 
conféquent moindre que l'unité ; le quarré 

(*) Cette méthode eft celle que Newton a donnée au 
commencement de fa mér'ode des fluxions: En l'appro- 
fondiffant on la trouve fujette à différentes imperfeétions; 
c'eft pourquoi on y fubflituera avec avantage la méthode 
que M. de la Grange a donnée dans les Mémoires de 
Berlin, pour les années 1767 & 68. 
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de p, fon cube , & en général toutes les 
puiflances plus hautes de p, feront encore 
beaucoup plus petites à l'égard de l'unité, 
& cela fait que, puifqu'il ne s'agit que 
d’une approximation, on peut les omettre 
dans le calcul. Quand on aura donc dé- 
terminé à peu près la fra@tion Po» on con- 
noïtra déjà plus exa&tement la racine 4+5 
on partira de-là pour déterminer une nou- 
velle valeur encore plusexaëte, & on con- 
tinuera de la même maniere , jufqu'à ce 
quon ait approché de la vérité autant qu'on 
le fouhaitoit. 


786. 


Nous éclaircirons cette méthode d’abord 
par un exemple facile, en cherchant-par 
approximation la racine de l'équation xx 
= 20. 

On voit ici que x eft plus grand que 4 
& plus petit que: $; en conféquence. de 
cela on fera x=4-p, & on aura xx=—16 
“-8p+-pp=208 mais comme pp eft très- 

Yv iv 
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petit, on négligera ce terme pour avoir 
feulement l'équation 16--8p—210 , ou 8p 
=4; elle donne p=} & x=—4+, ce qui 
approche déjà beaucoup plus de la vérité. 
Si donc on fuppofe à préfent x=47+p; 
on eft fùr que p fignifie une fraétion en- 
core beaucoup plus petite qu'auparavant, 
& qu'on pourra-négliger pp à bien plus 


forte raifon. On aura donc xx—20+ 
“Hop=20, ou 9p=—"©, & par confé- 


—— >; Eh DA LEPI7 
quent p=— z 5 donc AA Ae 


Que fi l'on vouloit approcher encore 
davantage de la vraie valeur, on feroit 


17 t DE SR, 
x=42tp, & on auroit yx = 20r 
' 


T 34 
20; Ho 2 
20; ainfi 8357 5e 322P 
1 


11592° 

4 valeur qui 

approche fi fort de la vérité, qu'on peut 

avec confiance regarder l'erreur comme 
nulle. 
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787. 

Généralifons ce que nous venons d'ex- 
poler, en fuppofant que l'équation donnée 
foit xx=—a, & qu’on fache d'avance que x 
eit plus grand que z, mais plus petit que 
n+-1. Si après cela nous fuppofons x=» 
-p , en forte que p doive être une frac- 
tion, & que pp puifle fe négliger comme 
une quantité tres- pente , nous aurons xx 
=h} npa; ainfi 2rp—a—nn, & 

Taan ans 


p=; par conféquentix=n-f "#7" 


an 
nn+a 


= Or fi n approchoit déjà de la vraie 


à ° 
valeur, cette nouvelle valeur =+ en ap- 
prochera encore beaucoup plus. Ainfi en 
la fubftituant à n, on fe trouvera encore 
plus près de la vérité ; on aura ùne nou- 
velle valeur qy'on pourra fubftituer de nou- 
veau, afin d'approcher encore davantage; 
& on pourra continuer le même procédé 
aufi loin qu'on voudra. 

Soit, par exemple, a=2, c’eft-à-dire 
qu'on demande la racine quarrée de à ; fi 
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on connoît déjà une valeur aflez appro- 
chante, & qu'on l'exprime par z, on aura 
une valeur de la racine encore plus ap- 
prochante, exprimée par. Soit donc 
Djini , onaurax—#, 
I) n=}, onaurax—T, 
IL) a=, on aura x 7; 
& cette derniere valeur approche fi fort 
4 33292 
de V2, que fon quarré 5% ne differe du 
nombre 2 que de la petite quantité yz 


dont il le furpafñle. 
788. 


On pourra procéder de la même ma- 


TE , 


niere, quand il s'agira de trouver par ap- 
proximation des racines cubiques , quarré- 
quarrées , &c. 

Soit donnée l'équation du troifieme de- 
gré, x'—a, & quon fe propofe de trou- 


3 

ver la valeur de Va. On:füppofera , fa- 
chant qu'elle:eft-à péurprès 7, que =" 
p; on aura, en omettant pp & p’, x? 
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nt 3nnp—a; ainf ai 


2n? +a 
; donc x= ———. Sidonc 
gan 


n eft de fort près S , la formule que 
Pon vient de trouver en approchera en- 
core beaucoup plus. Mais pour une pré- 
cifion encore plus grande, on pourra là 
fibftituer à fon tour à la place de 7, & 
ainfi de fuite. 

Soit; par exemple, x°—2, & qu'on 
veuille déterminer Va Sir approche de 
près Le nombre cherché, la formule + rx 
exprimera ce nombre encore de plus près 
qu’on faffe donc 

Lj nr, on aura x=— 
IL.) CESR on aura X=—> 
HIL) RÉ on aura x= 

789. 

On emploie cette méthode avec le même 
fuccès, pour trouver par approximation 
les racines de toutes les équations. 
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Suppofons , pour le faire voir , qu'on ait 
l'équation générale du troifieme degré, 
x—axx-bxt-c—0o, où n approche 
déjà beaucoup d’une des racines. Faifons 
x=n—p; &, puifque p fera une fraétion, 
négligeant les puiflances de cette lettre 
plus hautes que le premier degré , nous 
aurons xx=—=nn—2np, & x ==n —3nPPy 
d'où réfulte l'équation n°-—3nnp—+-ann 
—2anp—-bn—bp+-c—0o, ou n'+-ann 
pbn c=znnp 4 zanp4bp =(3nn an 
Hg Sinh p n A 


PE +ann—cC 


3 ann+bn+c 
SE ( zan-Hzan-}b 
Cette valeur, qui eft déjà plus exaéte que 
la premiere , étant fubftituée à la place de 
n, en fournira une nouvelle encore plus 


~ 3nn2ian +0 


exaéte, 


790. 


Soit, pous appliquer ce procédé à un 
exemple , x}-2xx-+3x—$o0, où 
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DE Re yo Si n eft cenfé 
approcher de près une des racines, x 


En 2n'2nn 4-50 


> fera une valeur en- 
gnn gn3 ? 
core plus proche de la vraie. Or la valeur 
x=—3 n'étant pas éloignée de la véritable, 
nous fuppoferons 2—3 , & nous trouvons 
62 see 
x—%. Que fi nous écrivions cette nou- 
velle valeur à la place de », nous en trou- 
verions une autre encore plus exaéte. 


791. 

Nous ne donnerons pour les équations 
des degrés fupérieurs au troifieme , que 
l'exemple fuivant: 

Soit x'—6x—-10, ou x'—6x—10 
=o, où on remarque facilement que r 
eft trop petit, & que 2 eft trop grand. Or, 
fi x=n eft une valeur aflez proche de la 
vraie, & qu'on fafle x—=n-}p, on aura 
x =n snp, & par CRAQUER n 
—sn‘p—6n+-6p+10, ou §n*p— Sp 
=—6n—10—n'. Donc PENE 


. Qu'on fuppofe 1=1, 


on aura x ——14; cette valeur eft 
Zi 
tout-à-fait impropre, & cela vient de ce 
que la valeur approchée de z étoit de beau- 
coup trop petite. On fera donc =, & 
RENE AESA 
on aura x—7, 37» Valeur € 
beaucoup moins de la vraie. Si on fe don- 


noit la peine de fubftituer maintenant, au 
5 FLE È F 
lieu de n , la fraétion On parviendroit 


à une valeur encore bien plus exaéte de 


valeur qui s'écarte 


la racine x. 
792 

Voilà la méthode la plus ordinaire pour 
trouver par approximation les racines d’une 
équation, & elle s'applique utilement dans 
tous les cas. 

Nous allons indiquer cependantune autre 
méthode , qui mérite attention à caufe de 
la facilité du calcul (*). Le fondement de 


(*ÿ La méthode d'approximation qui fuit, fe fonde 
fur la théorie des féries qu’on nomme récurrentes, & qui 
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cette méthode confifte à déterminer pour 
chaque équation une fuite de nombres, 
comme a, b, c, &c. tels que chaque terme 
de la fuite , divifé par le précédent, indique 
la valeur de la racine d’autant plus exac- 
tement, qu'on aura continué plus loin cette 
fuite de nombres. 

Suppofons que nous sfoyons parvenus déjà 
aux termes p, g, t, &c. il faudra que 
$ indique la racine x déjà affez exaftement, 
c'el à-dire qu'on ait à très-peu prés x. 


On aura de même -=x , & la multipli- 


cation des deux SaUn ena. FX Xe 


ćes par M. de Moivre, On doit cette mé- 
thode à M. Daniel Bernoulli, qui l'a donnée dans les 
anciens Commentaires de Pétersbourg , om. 777. Mais 
M: Euler la préfente ici fous un point de vue un peu 
différent Ceux qui fouhaiteront d'approfondir. ces mas 
tieres, peuvent confulter les chapitres xım & xvi du 
premier volume de l'/nrod. in anal. inf de notre célebre 
Auteur: Ouvrage excellent, dans lequel plufieurs des 
Mmatieres traitées dans cette prer 
d’autres qui font pareillement ives aux Mathémati- 
ques pures, font développées avec autant de clarté que 
dë profondeur, 
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De plus, comme{=x, on aura auffi Z 


E P ; : ES E 
=x; enfüie, puifquer=x, on auras 


—x", & ainfi de fuite. 


793: 


Afin de nous expliquer mieux fur cette 
méthode , nous commencerons par l’équa- 
tion du fecond degré xx +i, & nous 
fappoferons que dans la férie ci-deflus fe 
préfentent les termes p, q, r, f, t, &c. 
Or, commet 
tiendrons l’équationz =t -41 , ou g-+p=r. 
Et comme nous trouvons de la même ma- 


niere que /=r+-gq, & t=f +r; nous en 


concluons que chaque terme de notre fuite 


x, &F=xx, nous ob- 


eft la fomme des deux termes précédens ; 
de forte qu’ayantles deux premiers termes, 
on eft en état de continuer facilement la 
fuite aufi loin qu'on voudra. Quant à ces 
deux premiers termes , on peut les prendre 
à volonté; fi nous fuppofons donc qu'ils 
foient o, 1, notre fuite fera O, 1, E, 2, 


2 


22 
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3» 5»8513,21,34, 55 80, 144, &e. 
& telle que, fi on en divife un terme quel- 
conque par celui qui le précede immédia: 
tement , .on-aura une-valeur de x d'autant 
plus approchante de la véritable ; qu’on 
aura epo un terme plus éloigné, L’erteur, 
à la vérité, eft très-prande au commen- 
cement; mais plus on avance, & plus-elle 
diminue. Voici la fuite dé ces valeurs de cas 
dans l'ordre où elles s'approchent toujours 
davantage de la véritable : 


au ASS 
139 279 349 


Si, par exemple, on fait x 
TE FES 
wa TS où l'erreur n’eft que de 
ME 54 ; 
za: les termes {fuivans la donneroient en- 


core plus petite. 


794. 


Confidérons aufi l'équation x: 
& puifque toujours x}, & xx= 
1724 z 
nous- aurons; = 7 prp ou r= 
Tome 1 Xx 


2 
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d'où nous concluons que le double. de 
chaque-terme ajouté au terme’ précédent, 
donne le térme fuivant. Si nous commen- 
cons donc encore par ©; 1, nous aurons 
la férie : 

Opta 2i 55 123 295705169408; c: 
d’où il s'enfuit que la valeur cherchée de x 
fera-exprimée de plus en plus exaétement 
par les. fraétions fuivantes : 


=! Hornet 
AXES 391135 59? 


lefquelles , par eonféquent, approcheront 
toüjouts davantage de la vraie: waleurw 
=i} V2; de forte que fi on retranche 


de ces-fraétions l'unité, la valeur de V2 
fe trouvera exprimée de plus en plus exac- 
tement, par les fractions : 
Dre 1 Ni 9 30 ge. 
ST TT NT? ee 
Par exemple, = a pour quarré 5; ,,ce 
; À i x 
qui ne differe que dé z du nombre 2. 
795: 
Cette méthode met pas möins“appli- 
cable aux équations qui ont un plus grand 
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nombre de dimenfons, Si Fona >parexem- 
ple, l'équation du troifieme degré x°= 1x 
“2x, on fera x=, x o & x? 
=f, & on aura [=r 24—-p, par:où 
Jon voit comment > par les trois termes 
P5g&r, on doit déterminer le fuivant fs 
& comme le commencement eft tovi 
arbitraire, on peut former la férie qui fuit: 

0,0,1,1,3,6,13;,28,60, 129, &c. 
de laquelle réfultent les fraftions fuivantes 
pour les valeurs approchées de; x: 
=, À, 55 à, 35 ai Ee Po mer Ge. 
les premieres de ces valeurs font prodigien- 
{ement en défaut; mais fi on fubftitue dans 
l'équation, au lieu de x, 2 où, on trouve 
2 = =p ; où l'erreur n'eft 
que de Sm 

796. 

H faut remarquer cependant que toutes 
les équations ne font pas de nature à pou- 
voir y appliquer cette méthode: & parricu- 
liérement lorfque le fecond terme marque, 


X 
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elle ne peut être employée. Car foit; 
par exemple, xx=—2; fi on vouloit faire 
X =? & x NX? on auroit =2, ou r 
, c'eft-à-dire rh d’où ré- 
pe la fuite 
Q z 
1,12, 25434,8, 816,16, 325 32 &c 
de laquelle on ne peut rien conclure, parce 
que chaque terme, divi par le précédent, 
donne toujours x=—=1, où x=—2. Mais on 
peutobvier à cetinconvénient, en faifant 
x=y—! ; cardelcette façon onva yy-2y 
2; & fi l'on fait maintenant y—# 
& yy=;, on trouve l'approximation que 
noùs avons déjà donnée ci-deflus. 
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Il en feroit. de même de l'équation x? 
— 2; elle ne fourniroit pas une telle fuite de 


nombres qa indiquât la valeur: de Mi 
Mais on n’a qu'à Rire x=y—1, afin 
d'avoir l'équation y? — yyy =i 2, 
ou y? =3yy— 3y- 1; car faifant à préfent 


7 7. 
+ 3Ps moy ennant quoi Pı on vyv: oit comment 
trois termes donnés déterminent le fùivant. 
Adoptant donc ‘trois termes quelcon- 
ques pour les a par exemple ©; 
O, 1, On a la férie que voici: 
0,0 
ee 512527, 63; 144,324, KÉ. 
3 
Les deux derniers termes de cette fuite 
= 324 a 
donnent y= t x; & cette f 
approche en effet affez de la racine cu 
a e E E TEEI dus 
de 2; car le cùbe de Left > & celui de 


& 


A hf Gis 
Il fautobferver de plus , au fujet de cette 
FE LES 
méthode , que lorfque l'équation a une r 
cine rationnelle , & 


PA 
qu'on choifit le com- 
mencement de la pégiode tel 


} t que cette ra- 
cine en réfulte , che ique termed ela fuite 


divifé par Jei pré , donnera é ga 
lement la racine ex 

Pour le faire voir, foit donnée l'équa- 
tion +x=—x-#2, dont une des racines. cit 


X X iij 
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x—2; comme on a ici, pour la férie, 
la formule r—=9+-2p, fi on prend 1, 2 
pour les deux, premiers termes , on a la 
fuite 1, 2,4,8, 16, 32, 64, &c. qui 
eft une progrellion géométrique dont Pex- 
pofant =2. 

La même propriété fe prouve par l’équa- 
tion dutroifieme degré x? xx xt9, 
qui a x—3 pour une des racines. Si on 
fuppofe les premiers termes 1, 3, 9, on 
trouvera, par la formule f—r-}39—+0p, 
la férie 1, 3,9, 27, 81, 243, &c. qui 
eft pareillement une progreflion géomé- 


trique. 
192 


Mais lorfque le commencement de la 
fuite s'écarte de la racine, il ne faut pas 
croire qu’on ira du moins en s’approchant 
de cette racine; car lorfque l'équation a 
plus d’une racine , la fuite ne donne par 
approximation que la plus grande racine ; 
on netrouve pas une des moindres, à moins 
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d’avoir choif les premiers termes conve- 
nablement pour cet effet; cela s'éclairciræ 
par l'exemple fuivant: 

Soit l'équation xx=—4x—3, dont les 
deux racines font x=1 & x=3, La for- 
mule pour la fuite et r—49—3p, & fi 
Ton-prend 1, 1 pour le commencement 
de la férie, qui indique par conféquent la 
plus petite racine , on a pour la fuite en- 
tiere: 1,1, 1,1, 15 1» 13 QC. Mais 
fi on adopte pour premiers termes les nom- 
bres 1, 3, qui contiennent la plus grande 
racine, on a la fuite: 1, 3, 9, 27,81, 
243,729, &C. où tous les termes indiquent 
avec précifion la racine 3. Enfin, fi on 
adopte un autre commencement quelcon- 
que, pourvu qu'il foit tel que la plus pe- 
tite racine n’y foit pas comprife, la férié 
approchera toujours davantage de Ja plus 
grande racine 3 ; c’eft ce qu'on peut voir 
par les féries qui fuivent : 
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Commencement; 

Ò; 1, 45 13, 40; 121; 364, &c. 

102525, 14, 41225 A i 

2) 3, 6,15, 42, 123, 366, 109$,&cc. 

2, 1,—2,—11,—38,;—-118,—362,—1091, 
2537852000 

où les quotiens de la divifon des derniers 

termes par les précédens, approchent tou- 

jours plus de la racine plùs grande 3, & 

jamais de la plus petite. 
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On peut appliquer cette méthode même 
à des équations qui vont à l'infini; l’équa- 
tion fuivante en fournira un exemple: 
ES xx D Lan &c. 
La férie doit être telle pour cette équation, 
que chaque terme foit égal à la fomme: 
de tous les précédens, c’eft-à-dire qu'on 
aura 

s 2545 8,16,32, 64,128, cc: 
d’où l'on voit que la plus grande racine 
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de l'équation propofée eft exaftement 
x=—2 ; 8 c'eft ce qu'on peut faire voir 
aufli de la maniere fuivante. Qu'on divife 
l'équation par x°, on aura 

I 1 

PP se 
ce qui eft une progreffion géométrique, 
dont la fomme fe trouve —-"; de forte 


X 


que 1 =; multipliant donc par x—1, 


On a x—I1—1, & x= 
807. 


Outre cés deux méthodes de déterminer 
par des approximations les racines d’une 
équation, on en trouve çà & là quelques 


autres, mais qui font toutes ou trop pé- 
nibles ou pas aflez générales. La méthode 
qui mérite la préférence für toutes, eft 
celle que nous avons expliquée en premier 
lieu; car elle s'applique avec fuccès à toutes 
les efpeces d'équations , tandis que l’autre 
exige fouvent que l'équation foit préparée 
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d'une certaine maniere, fans quoi oh ne 
pourroit en faire: ufage ; nous en avons 
vu la preuve dans différens exemples. 


Fin du Tome premier. 
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